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La primera edición de esta obra de C. Flament corresponde a su versión en 
lengua inglesa publicada en U.S,A. por Prentice-Hall, Inc., en el año 1963, 

La versión francesa original fue publicada por Gauthier-Villars y Mouton dos 
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raíz francesa, más cercana a una comprensión intuitiva de los mismos. 

El contenido de la obra no difiere en sus versiones inglesa y francesa, a excep- 
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ción de ciertas pruebas matematicas más profusamente expuestas en algunos ca- 
sos de la segunda versión. (N, del T.). 


INTRODUCCION 


Se suele aceptar que una ciencia que ha alcanzado su madurez debe hacerse ma- 
temática y que debe, por tanto, hacer uso de los números. 


Este por tanta nos parece discutible. Los números — o, más exactamente, los 
conjuntos numéricos — pertenecen a la familia de las estructuras matemáticas. Tra- 
.ducir un problema a términos matemáticos consiste en definir al menos un isomor- 
fismo parcial entre el problema y una estructura matemática adecuada. La estructu- 
ra puede ser numérica o no; lo fundamental es que sea adecuada: el isomorfismo de- 
be ser demostrable. 

Aunque las estructuras matemáticas son especialmente ricas — tienen numero- 
sas propiedades y altamente complejas —,. raras veces se puede mostrar que un he- 
cho de comportamiento posee tales propiedades; y aún es más raro que la cuestión 
llegue a plantearse; por ello pocas veces es legitimo un modelo numérico. 


En consecuencia matematizaremos problemas de las ciencias del comportamiento 
por medio de estructuras más pobres, con menos propiedades y más simples, de mo- 
do que sean fácilmente identificables en la realidad. 


La teoría de grafos, que será presentada como teoría matemática de relaciones 
cualesquiera, nos ofrece estructuras pobres en propiedades que no pueden ser ob- 
servadas en la conducta, pero que son ricas en posibilidades de aplicación a las cien- 
cias del comportamiento. 


Con frecuencia se piensa que la teoría de grafos sólo es útil para descripciones es- 
táticas; que esto no es así lo intentaremos mostrar en el capítulo 3. Debemos reco- 
nocer, sin embargo, que las posibilidades de aplicación de la teoría de grafos a las 
ciencias del comportamiento no han sido todavía suficientemente estudiadas, por el 
momento sólo pueden mostrarse unos cuantos ejemplos, lo cual constituye el obje- 
to de este breve trabajo. 


Quisiera hacer llegar mi reconocimiento a aquellos que, por su enseñanza en psi- 
cología y matemáticas, por su estímulo y consejo, me ayudaron en mis investigacio- 
nes en matemáticas para su aplicación a las ciencias del comportamiento: Prof. P. 
Fraisse (Sorbonne), que dirigió mi investigación en redes de comunicación; prof. G. 
Th. Guilbaut y prof. M. Barbut (Ecole Pratique des Hautes Etudes, Paris) y prof. J. 
M. Faverge (Université Libre de Bruxelles), que dirigieron mi formación matemáti- 
ca; mi amigo H. Rouanet (Centre d'Etudes et de Recherches Psychotechniques, Pa- 
ris), cuya asistencia fraternal y crítica fue a menudo decisiva; Claude Berge (Centre: 
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National de la Recherche Scientifique , Paris), cuyo libro” y apoyo personal han 
constituido la base de esta investigación; prof. R. D. Luce (Pennsylvania State Uni- 
versity ), cuyos trabajos sobre aplicación de la teoría de grafos a redes de comunica- 
ción han sido el punto de partida para mi investigación; y prof. J. S. Coleman (The 


Johns Hopkins University ), cuya cariñosa insistencia me impulsó a escribir este li- 
bro. 


CLAUDE FLAMENT 


“Claude Berge, Théorie des graphes et ses applications (Paris: Dunod, 1958). Traducción 
española: Teoría de las Redes y sus Aplicaciones (México: CECSA, 1962). 


L INTRODUCCION A LA TEORIA DE GRAFOS 


1. CONJUNTOS Y OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS. 


1.1. Introducción. 


Un conjunto es una colección cualquiera de objetos; tales objetos son llamados 
elementos o puntos del conjunto. 

Un conjunto es denotado usualmente por una letra mayúscula latina; por ejem- 
plo: S, A, B, X,... ; sus elementos se representan por minúsculas latinas: a, b, 
Xx, ... Pero esto es tan sólo una indicación de carácter general. 

a es un elemento del conjunto S se representa por 


a ES, 


que se debe leer: a pertenece a S, 
a no es un elemento de S se representa por 


y aÉESs, 


que se lee: a no pertenece a $, 
Si los elementos de un conjunto S son a, b, c y d, esto se representa por 


S.= la, b, c, d). 


El orden en que son escritos los elementos de un conjunto no tiene significado 
especial alguno: 


La,b,c,d)=1Tb,d,c,a). 


Un conjunto puede ser definido por la enumeración de sus elementos, como en 
el ejemplo anterior; pero también puede ser definido por una propiedad pertene- 
ciente a todos sus elementos, de modo que todos los elementos que tengan tal pro- 
piedad figuren en el conjunto; por ejemplo, el conjunto de los números primos pue- 
de representarse por 


S = ([x/x es un número primo ]. 


Este método nos permite hablar acerca de un conjunto que por alguna razón no 
puede ser enumerado; se puede tratar así la propiedad que caracteriza a los ele- 
mentos. i 

La potencia de un conjunto es el número de sus elementos; se denota por la le- 
tra que representa al conjunto, escrita entre dos trazos verticales. La potencia de S 
es |S!l. 

La potencia de un canjunto puede ser de varias clases. Aquí sólo consideraremos 
conjuntos con potencias finitas. La teoría de conjuntos finitos es muy simple; las 
dificultades sólo aparecen con conjuntos infinitos. 
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Conviene considerar un conjunto con potencia nula; es decir, un conjunto caren- 
te de elementos, llamado conjunto vacío y representado por q. 

Si un conjunto S está constituido por un solo elemento a, escribimos: S = 
=([ ay; a, que es un elemento, debe ser distinguido de [ a), que es un conjunto. 

A menudo conviene representar un conjunto por un círculo, llamado círculo de 
Euler. Los elementos del conjunto se representan dentro del círculo, aunque mu- 
chas veces su notación concreta es omitida: sabemos que los elementos de un con- 
junto están dentro del círculo que representa al conjunto. Esta técnica será mostra- 
da más adelante en relación con las operaciones entre conjuntos. 


1.2: Unión de conjuntos. 


Sean A = la, b,c)y B = tc, d, e) dos conjuntos; el conjunto C, formado 
por los elementos que pertenecen a A oa B, es llamado unión y denotado por 


C=AUB=1xlxE€EA0xC€B). 


La o no es exclusiva: x puede pertenecer sólo a A, osóloa B, oa A ya B 
a la vez. En el ejemplo anterior tenemos 


= (a,b, c, d, ey; 


el elemento c pertenece a ambos A y B. 


En la figura 1.1 los conjuntos A y B están repre- 
sentados por círculos de Euler; el conjunto C no 
está representado por un círculo, sino por el área 
totalmente sombreada. 

La unión de conjuntos se compara con frecuencia 
con la suma aritmética. Esta analogía es peligrosa. 
Por ejemplo, generalmente | 4|+|B|+]|4 UB]; 


es E en el caso anterior A =3,B=3 y |AUB| = 
= 5. En todo caso la unión es perfectamente com- 
parable con la operación lógica “o”, que de hecho 
FIGURA 1.1 ha sido utilizada para definir la unión. 


La unión es tautológica o idempotente: la unión de un conjunto consigo mismo 
produce el mismo conjunto. 


AVA=A 
Es demostrable que la operación de unión sigue la ley conmutativa, 
AUB=BUA, 


así como la ley asociativa. Sean A, B y C tres conjuntos; sea D =A U B 
y E = CUD,. Podemos entonces escribir 


E =CU(4AUB) 
y también 
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E =(CUAJUB; 
esta es la ley asociativa. Escribiremos, sin paréntesis, 
E=AUBUC 


Supongamos que tenemos r conjuntos .4; (i=1,2,...,r); si queremos repre- 
sentar la unión de estos r conjuntos, podemos escribir, basados en las leyes con- 
mutativa y asociativa, 


1.3. Intersección de conjuntos. 


La intersección C de dos conjuntos A y B es el conjunto de los elementos 
que pertenecen aambos A y B, escribimos entonces 


C=ANB= 1xlx€A yx €EB) 


La sección sombreada de la figura 1.2 representa la intersección. 

Si los conjuntos no tienen ningún elemento común, su intersección es vacía: 
A NB = q. Decimos entonces que tales conjuntos son disyuntos. Los conjuntos 
disyuntos pueden representarse por círculos de Euler no secantes, aunque no es 
necesario. 

A menudo se compara la intersección de conjuntos con la multiplicación arit- 
mética, pero es preferible compararla con la opera- 
ción lógica “y”. 
La operación de intersección, al igual que la de unión, 
es tautológica; 


ANA =A; 
y sigue la ley conmutativa: 
y la ley asociativa: C= ANA 
ANDBAC=AN(BNC =ANBNC FIGURA 1.2 


A 
LOAN: ) 


E 
FIGURA 1.3 
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La intersección de varios conjuntos A; (¡=1,2, ...,r) será representada por 
r 
DN A;. 
1=1 
Las operaciones de unión e intersección siguen cada una de ellas la ley distributi- 
va con respecto a la otra; unión con respecto a intersección: 
AU(BNC)= (AUBN(AUO); 
e intersección con respecto a unión: 
AN(íBUC) = (ANBU(AIANC). 
Estos resultados, igual que los precedentes, pueden ser representados por círcu- 
los de Euler. La figura 1.3 muestra tres conjuntos, A, B y C. Las áreas de la figura 
están numeradas de 1 a 7; por ejemplo, (1) se refiere al conjunto A NB NAC. Con- 


siderando la aplicación de la ley distributiva a la unión con respecto a la intersección 
tenemos: 


BNC= (1,4), A =(1,2,3,6). 
Por tanto AUV(BNC)= ([(1,2,3,63U (1,4)= [1,2,3,4,6), 
AUB= [1,2,3,4,5,6), AUC=[1,2,3,4,6,7). 
De aquí que (4UB)N(4 UC) = ([1,2,3,4,5,6)N [1,2,3,4,6,7) 
| = [(1,2,3,4,6). 
Por consiguiente AUV(BNC) = ([(1,2,3,4,6)= (4UB)N(A UC). 
Y finalmente AU(BNC) = (4AUBN(4UC). 


1.4. Diferencia y diferencia simétrica. 


La diferencia C = A-— B esel conjunto de elementos que pertenecena A pero 
noa B. 


A-B B-A 


A lo) 
FIGURA 1.4 


A-B= A1xlx€Ayx E€B). 
Tenemos ( ver figura 1.4 ) que A-B +B-A. 
El conjunto de elementos que pertenecen a A pero noa B y de elementos que 
pertenecen a B pero no a A se llama diferencia simétrica de los dos conjuntos A 


y B. Simbólicamente, 
C=ABB; 
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queda A0B=(4A-B)U(B-A,), 
y también A 09B =(4AUB) - (4NMB) (ver fig. 1.4) 
La diferencia simétrica es una operación conmutativa: 
A9B=BA. 


1.5. Producto cartesiano. 


Sea A= [a,b,c,d) y B= [x,y,z ); construyamos la tabla |4|x|B|con 
los elementos de A encabezando cada fila y los elementos de B encabezando ca- 
da columna. Pongamos dentro de cada casilla el par consistente de la letra que figu- 
ra como cabeza de fila, como primer término, y la letra cabeza de columna como 
segundo término (el orden en un par es esencial): 


x y z 


QQ O >" a 


El conjunto de pares que figura en la tabla es el producto cartesiano C' de los 
conjuntos A y B (en este orden): 


C=AB= ([(a,x),(a,y),(a,z),...,(d,z) |. 


El producto cartesiano es una operación completamente diferente de las presen- 
tadas con anterioridad. Los elementos de la unión, por ejemplo, son de la misma 
clase que los elementos de cada conjunto; sin embargo aquí los elementos del pro- 
ducto son de un nuevo tipo: pares de elementos. 

En general el producto cartesiano no sigue la ley conmutativa: AB FBA. Esto 
es debido al papel que juega el orden de los términos en los pares: (a, x) F(x, a), 
pero (a, x) € AB mientras que (x,a) É AB;y (x,a) E BA en tanto que 
(ax) €' BA. 

Un caso especial de producto cartesiano, muy importante para el tema de este 
libro, lo constituye el producto de un conjunto por sí mismo, A4, representado por. 
A?, en analogía con la multiplicación aritmética. Si A = [ a, b, c), entonces 


4? = l[(a,a),(a,b),(a,c) ,(b, a),(b,b),(b,<c),(c,a),(c,b),(c,c) ). 


Los pares con dos términos idénticos, (a, a), (b, b), (c, c), reciben el nombre de 
pares diagonales. Realmente están en las casillas de una de las diagonales de la tabla 
del producto |4| x |4| 
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a b 5 


1.6. Subconjuntos, inclusión. 


Un conjunto A” es un subconjunto del conjunto A si todos los elementos de 
A' lo son también de A. (Fig. 1.5);escribimos 4” C A, quese lee: 4' está inclui- 
doen A, o A' es un subconjunto de 4. 

Si 4” C A, esevidente (ver la figura) que 


AMVA DAS 
y A' UA=A. 


Obsérvese que la definición “4” C 4” implica que 

si.a € A' entonces a € A” no especifica si algún 

Y elemento de A no pertenece a A'; en especial 
, A C A. Si se sabe que existe al menos un elemento 
de A que no pertenece a A', este caso puede repre- 

sentarse por A' C CA, que se lee: A' está estricta- 


Lh 


04 cA mente incluido en A. 
El conjunto vacío es un subconjunto de cualquier 
FIGURA 1.5 conjunto: $ C A para'todo conjunto A. 


1.7. Conjunto de partes; partición. 


Dado un conjunto S, cualquier subconjunto S” de S es llamado también parte 

) de S; consideremos todos los subconjuntos de S o todas las partes de S. 'Llamare- 

mos conjunto de las partes de S al conjunto de elementos que son subconjuntos 

o partes de S. Simbólicamente: p ($); este conjunto es un conjunto de conjuntos. 
Si S= ([a,b,c |, entonces 


p(S)= (0, (ad, 15), lcd, 1a,b), la,c), 1b,c), (a,b,c)). 


Nótese que, en virtud de la definición de subconjunto, el conjunto vacío y el 
mismo conjunto S son partes de P(S). 
Simbólicamente: 


p(S) = (S|SCS] 
Una partición de S consiste en un subconjunto de,p(S) zon propiedades especia- 


les. Dados r partes o subconjuntos de S, S',, S'»,... S”, constituyen una parti- 
ción de S si y sólo si 


Introducción a la teoría de grafos 17 


r 
1. U $ =8; 
ET da S , 
2. para todo 1 y para todo j, 1< ¡,¡<r, si ¡ Fj, entonces SiNS¡=0. 


o e. 
e o. 


Es decir, los conjuntos Sus S'), ..., Sy constituyen una partición de $ si y 
sólo si cada elemento de S está presente en un y sólo en un S' 

Si S= (a, b,c), los conjuntos [ajy (b,c) constituyen una partición de 
S: La, 1 b) y fc) también la constituyen, pero (aj y £a, bj -no. 


2. RELACIONES Y FUNCIONES. 


2.1. Introducción. 


Sea S un conjunto y Ss? el producto de S por sí mismo; supongamos que R 


es un subconjunto de 5? : 
R Cs? 


decimos entonces que R es una relación definida sobre S. 

Una relación es, por tanto, un conjunto de pares. Si a y b € S, entonces 
(a, db) ER o (a,b) E R; cuando (a, b) E R se dice que el par (a, b) ve- 
rifica la relación R. Con frecuencia, en lugar de (a, b) E R se escribe 


a R bd. 
En general, las relaciones son tratadas de esta forma. Por ejemplo, 


R es una relación de igualdad: a=b 


a 


R es un orden parcial: 


R es la relación ortogonal entre las líneas rectas a y b: 
a ] b;etc. 


La inclusión es una relación definida sobre el conjunto de partes de un conjunt« 
Si S = (a,b, cy, el conjunto p(S) de partes de S consistirá de (a),[b), (e) 
[a, b), etc. En [p(S)]? tenemos una relación de inclusión; por ejemplo, 


lajC (a,b). 


La relación ha sido definida como un subconjunto del producto de un conjunto 
por sí mismo; aunque es éste el caso más frecuente, no es sin embargo el único. En 
general, si S y S” son conjuntos, 

RCESS” 


es una relación. Si S = S” tenemos el caso anterior, pero igualmente podría ser 
Ss + S”, 

Por ejemplo, el símbolo €, que indica que un elemento pertenece a un conjun- 
to, denota una relación entre los elementos de un conjunto S y el conjunto p(S) 
de partes de S. 

Una relación R definida sobre un conjunto S , R C $? , puede tener varias 
propiedades; entre otras, las siguientes: 
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Reflexividad. Todos los pares de la diagonal de S? pertenecen a R: para todo 
a ES, (aa) ER o aRa. 

Simetría. (a, b) ER * (b,a) ER. 

Antisimetría. Si (a,b) ER y (ba) ER, entonces a = b. 

Transitividad. (a, b) ER y (b,c) ER > (a,c) ER. 

Algunos tipos importantes de relación se definen sobre la base de estas propie- 
dades. 

Relación de ordenación débil. La relación R es'una ordenación débil si es tran- 
sitiva y reflexiva. Cuando una ordenación débil es simétrica tenemos una relación 
de equivalencia; y cuando es antisimétrica, una relación de orden. 


2.2. Relación de equivalencia. 


Ejemplos. La relación de igualdad es una relación de equivalencia; efectivamente: 


a=a4 (reflexividad) 
a=b e b=a (simetría) 
a=b y b=c >a=c (transitividad) 


La relación entre líneas rectas ““ser paralela o cóincidente” es una relación de 


equivalencia que se representa por ||. Efectivgmgnte,.si d, d' y d'' son líneas rec- 
tas, entonces 


d lid (reflexividad, puesto que una línea recta coincide consigo misma) 
dlld' + d' ld (simetría evidente) 
dlld y dllda” >dlld”  (transitividad) 


La transitividad no es evidente en este caso; sabemos que dos rectas paralelas a 
una tercera son paralelas entre sí; es decir, 


dlld' y d”lld >dlld”, 


que no es transitividad; pero utilizando la simetría es posible reemplazar en la últi- 
ma expresión d” || d' “por d' || d'” y conseguir la transitividad. 

La relación de similitud entre individuos no es una relación de equivalencia. Po- 
demos encontrar reflexividad (Pedro se parece a sí mismo) y simetría (si Pedro se 
parece a Pablo entonces Pablo se parece a Pedro), pero generalmente no hay transi- 
tividad. Pedro se parece a Pablo (porque tienen un semblante parecido), Pablo se 
parece a Jaime (porque tienen ojos semejantes), pero Pedro y Jaime no tienen nada 
en común y no se parecen el uno al otro. 


Clases de equivalencia. Si R es una clase de equivalencia definida sobre un con- 
junto $, denotaremos por R(a) = (1xlx ES, (a,x) ER ) el conjunto de ele - 
mentos de S que son equivalentes a a. Nótese que a € R (a) puesto que 
(a, a) ER (reflexividad). Por la simetría y transitividad de R se puede mostrar 
que 


x ER(a) y y ERÍ(a) > (x, y) ER. 
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Efectivamente, 
x ER(a) > (ax) ER > (xa) ER. 
y y ER(a) > (a, y) ER,. 
pero (xa) ER y (ay) ER =(x, y) ER. 
De lo cual se sigue que 


(a,b) ER —R(a) =R(D). 

Tal conjunto se llama clase de equivalencia. . Como ya se mostró, la definición 
de una clase de equivalencia es independiente del elemento a del que partimos. 
Si partimos de un elemento b equivalente a a, obtenemos la misma clase de 
equivalencia. 

Sea S un conjunto con una relación de equivalencia R; tomemos un.elemento 
a de S; obtenemos entonces la clase de equivalencia Cy =R(a). Tomemos ahora 
un elemento b E C,,siendo C, = R(b); tomemos de nuevo un elemento 
c E C,UC,) y sea C3 =R(c); en general será 

C¡ =R(x) con x € o C;. 
J= : 

Algunas de estas clases pueden consistir de un solo elemento; el número de clases 
-C¡ es finito dado que S mismo es finito. 


TEOREMA 1.1. El conjunto de clases de equivalencia constituye una partición 
de S. 


El hecho de que un elemento x de S no pertenezca a ninguna clase de equiva- 
lencia significa que el proceso descrito no es completo y que podemos definir una 
clase C; =R(x); entonces, una vez completado el proceso de construcción, tene- 
mos: 

UC; =8. 
1 


Por otra parte, dos clases distintas cualesquiera, C¡ y  C¿ son disyuntas: 
C¡ A C¡= 6. Pues si tuviéramos que x € C¡¿MC;, esto llevaría consigo que 


x EC; >R(x) =C; 
y  x€EC¡ >R(x) =C;. 


Por consiguiente sería C¡ =C; , resultando coincidentes estas clases. 


2.3. Relación de orden. 


Ejemplo. La relación de inclusión entre las partes de un conjunto es una relación 
de orden; efectivamente, 


sEcSs 
(reflexividad: cualquier elemento de S es un elemento de S); 
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sos y SCS" 2SCS" 
(transitividad; ver fig. 1.6); y 
SOS y *COS238=8S' 


(antisimetría: todo elemento de S es un elemento de 5” y todo elemento de S” es 
un elemento de $; por tanto S y S” tienen los mismos elementos ). 


Sin embargo la relación de inclusión estricta no es una relación de orden, porque 
no es reflexiva. 


Se puede ver fácilmente, considerando la propiedad de antisimetría, que una re- 
lación R sobre un conjunto S induce una relación de equivalencia R* sobre 
este mismo conjunto: 


(a,b) E R* si y sólo si (a,b) ER y (bja) ER 
Sea C el conjunto de clases de equivalencia definidas por R* sobre S, 
C= lCi1,Car... $, 
define una relación R” entre los elementos de C, es decir, entre las clases de equiva- 


lencia: (C;, Cf) E .R” si y sólo si podemos encontrar un a € C; y un »EC; 
tales que (a, b) ER. 


TEOREMA 1.2. Sí (C;¡ C(¡) € R; entonces para todo x E C;¡ y para to- 
do y EC, (xy) ER. 


Efectivamente, 
x€ECí y a EC; > (x,a) ER*>(x,a) ER, 
yEG »bEG>(by)ER*>(b,y)ER; 
pero (a, b) E R; de aquí que 
(x,b) ER y (ab) ER >(x,b) ER, 
y (bb) ER y (by) ER >(x, y) ER. 


Ss? 


É 


S 
Sesases's Sas” 


FIGURA 1.6. 


TEOREMA 1.3. R' es una relación de orden sobre las clases de equivalencia. 


En efecto, si a E C¡,b EC; y € E Cg, entonces 
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(aa) ER y (C;¡,C¡) ER' (reflexividad); 
[(C;, Cj) ER* y (CG, Ci) ER']>[(a, D)ER y (b,a) ER] 
>[(a, b) ER*] 
> [C¡=C;] (antisimetría); 
[(C;, Cy) ER” y (Cj Cx) ER'I>[(a, b) ER y (b,c) ER] 
> [(a, b) ER] 
> [(C;, Cy) ER"] (transitividad). 


2.4. Función. 


Una función que aplica un conjunto A en un conjunto B es una relación defi- 
nida sobre el producto A1p(B), tal que para cada elemento a de A hay un ele- 
mento B' de p(B) y sólo uno que verifica la relación. De hecho una función pue- 
de ser reducida a una relación R entre A y B. Se define (como previamente se 
hizo con respecto a las clases de equivalencia) para todo a € A: 


R(a)= [fblb EB, (a,b) ER). 
Es obvio que R (a) es parte de B, es decir, elemento de :p(B). La función se es - 
tablece entre cada elemento a de A y los elementos R(a) de 'p(B). 


Generalmente una función se representa por una mayúscula griega: DP ,A, 9, ... 

La parte de B que corresponde a a por la función IT” se denomina imagen 
de a € A y se representa simbólicamente por l? a. Si una relación R se asocia a 
P, como en el caso anterior, entonces Pa =R(a). 

En realidad podemos hablar de una función o de una relación indiferentemente 
y sin riesgo de error. 


Si A" es una parte de A y TI es una función que aplica A en B, definimos 


T4x'=UT4. 
acA' 


La función 1'> inversa de 1”, es una función que aplica B en A ;se define por 
P-b= fala €A,bEla)- 


Al igual que una relación, una función |” puede definirse sobre un único conjun- 
to S: six ES, entonces Px E p(S). 


Podemos considerar entonces: 
T?x =T (Px) =U Ty; 
yerx 
T?9x=T (T1?x); 
T*x =P (1*-1x). 


Si tenemos dos funciones, I* y A, definidas sobre el mismo conjunto S, pode- 
mos obtener los productos: 


PA=T(Ax)=U Ty; 
yeAx 
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y ATx=A(TPx)= U Ay; 
yeTPx 
en general: PA + AT. 


2.5. Tabla de una función o de una relación. 


Examinemos la tabla del producto cartesiano de dos conjuntos A y B (siendo 
B+FA o B=A). Sabemos que para cada casilla. hay un par (a, b), tal que a EA 
y b € B; sin embargo no tiene ninguna ventaja incluir cada par en la correspondien- 
te casilla. Puesto que una relación R es un subconjunto de un producto AB, pue- 
de representarse escribiendo el signo más (+), por ejemplo, en las casillas correspon- 
dientes a los pares que verifican la relación R. Sea A= 1 a,b,c), B= ([x,y,z) 
y R= Í(a y), (a, z),(b, x),(b, z) ) ; la tabla que se obtiene es: 


Se puede ver de forma inmediata en esta tabla: 
R(a)= [9,2 ); R(b)= [x,2 ); R(c)=9. 


Puede considerarse que esta tabla representa también la aplicación de A en B; 
muestra, por ejemplo, que 


Pa= [yz2), Pb= 1x,z]), 
Plabj= [x,pz2), D-—z= (a,b), etc. 


3. CONJUNTOS ORDENADOS; LATICIAS. 


3.1. Conjuntos ordenados. 


Sea S un conjunto con una relación de orden R; S es denominado entonces 
conjunto ordenado. 


Sia yb€ES y (a,b) € R, escribimos 
a 2 D, 
que se lee: a es mayor o igual a b, lo cual no significa necesariamente que a es un 
número mayor que b; puede indicar que una persona a tiene prioridad sobre otra 
persona b, o que la palabra a precede en determinado texto a la palabra b, etc. 


Dos elementos a y b de S soncomparables si se da que a 2b 0b2>a0am- 
bos casos; de lo contrario son incomparables. Si todos los elementos de S, tomados 
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de dos en dos, son comparables, entonces S es un conjunto completamente orde- 
nado. 

Si aZb perono b 2 a, se puede escribir a >b, que se lee: a es estrictamente 
mayor que b (> no es propiamente una relación de orden, puesto que no hay re- 
lexividad; decimos que es un orden estricto ). 

Si a >b y sino existe elemento alguno c en S, tal que a >c y c >b, se dice 
entonces que a cubre b. | 

Sien S no hay ningún elemento estrictamente mayor que a E S, a es un ele- 
mento máximo de S;sien S no hay ningún elemento estrictamente menor que 
b E-S,b es un elemento mínimo de S. | 


3.2. Representación de un conjunto ordenado. 


Frecuentemente conviene representar gráficamente un conjunto ordenado. Para 
ello tomamos todos los elementos mínimos de S y los representamos por medio 
de puntos (geométricos) dispuestos horizontalmente en la parte inferior del gráfico; 
después, horizontal e inmediatamente encima, disponemos los elementos de forma 
que todos los demás que cada uno cubre han quedado representados en un nivel in- 
ferior, siguiendo así hasta el final. 

A continuación dibujamos una línea entre dos elementos si y sólo si uno de ellos 
cubre al otro. 

Tomemos un conjunto S = (a,b,c, d, e, f ) con una relación de orden cuya 
tabla es la siguiente: 


A 


a, 


== 


Tal tabla da la representación de la figura 1.7. 

Obsérvese que f es mayor que b; sin embargo f no cubre a b, por consiguiente 
no hay línea entre b y f enla figura. No obstante el hecho (f >b) puede ser de- 
ducido en el gráfico, de las líneas (f£d) y (db) (o (fe) y (eb )),las cuales expresan 
que F£>d y d >b y, por tanto, f >b en virtud de la transitividad. 

La disposición horizontal inferior en el gráfico es el nivel cero; la siguiente, el ni- 
vel 1; etc.; los niveles están indicados en la figura 1.7. 

Puede verificarse fácilmente que si S es un conjunto completamente ordenado 
hay un único elemento en cada nivel, como en la figura 1.8; el gráfico parece enton- 
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ces una cadena o una línea. Por esto se dice de un conjunto completamente ordenado 
que está ordenado linealmente. 


e 

O / ¿ 

C 

() d e 0 | 

AN / ) 

CAY | 
FIGURA 1.7. FIGURA 1.8. 


3.3. Laticias. 


Sea S un conjunto ordenado. Un elemento a de S es el límite superior de 
S' C $ si todos los elementos de S' son menores o iguales que a y si no existe nin- 
gún a” E S menor que a que tenga esta propiedad. El límite inferior de S' se de- 
fine de modo análogo. 

Un conjunto ordenado finito es una laticia si y sólo si cada una de sus partes po- 
see un límite superior y un límite inferior. 

La figura 1.7 no representa una laticia, mientras que la figura 1.8 sí. 

Nos interesarán aquí sólo los conjuntos ordenados de un tipo especial: el conjun- 
to de partes de un conjunto, ordenado por la relación de inclusión. 

Sea S = (a, b,c ) un conjunto; entonces 


p(S)= (0, lay, (bj), Lc), la, dj, La,c), fb,c), La, b,c)). 


El conjunto p.(S) es una laticia: el límite superior de un subconjunto de partes 
es su unión; el límite inferior es su intersección. 
La figura 1.9 ofrece una representación de la laticia p'(S). 
Deben examinarse algunas propiedades de una laticia p (Ss). 
Si S' cubre S” y S”” entonces S' = S” U S””; por ejemplo, (5, c) cubre 
[by y ([c).Si S' es cubierto por S” y S'” ala vez, entonces S' = =s Ns”; 
- porejemplo, ([c)es cubierto por ([a,c) y [b,c)p. 


4. DISTANCIAS EN UN CONJUNTO. 


Definimos una distancia en un conjunto S siacada par (a, b) de S se puede 
asociar un número d(a, b) con las siguientes propiedades: 
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FIGURA 1.9. 


1.d(a,b) 20, y d(a,b) =0 siysólosi a = b; 
2. d(a, b) = d(b, a); 
3. d(a,b) + d(b,c) E día, c). 


La noción matemática de distancia no siempre coincide con la noción común. Se 
puede hablar, por ejemplo, de la distancia cubierta en el desplazamiento de un lugar 
a otro en una ciudad; sin embargo, a causa de la existencia de calles de dirección 
única, el itinerario de a a b puede -ser diferente del de b a a y ambos pueden 
tener una longitud distinta; la segunda propiedad no se da en este caso. 


Por otra parte, no es evidente de forma inmediata que la potencia de la diferen- 
cia simétrica de dos conjuntos sea una distancia; matemáticamente, en cambio, sí es 
una distancia, resultando verdaderamente útil esta noción en las ciencias sociales 
(ver, por ejemplo, Restle, 1959 y 1961). Examinemos este tipo de distancia. 
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Dados los conjuntos S; (i = 1,2, ....,r ), establecemos que 
d(S;¡, Sj) = 18; 0 Sjl; 


d(S;, S;) es el número de elementos de S; que no pertenecen a S; más el número 
de elementos de S; que no pertenecena S;. 

Puesto que d(S;, S;) es la potencia de un conjunto, es un número positivo, o ce- 
ro si el conjunto es vacío; en este caso, todos los elementos de S; pertenecena S j 


y todos los elementos de S; pertenecen a S;, es decir, S; =5S;. Se da, pues,la pri- 
mera propiedad. 


La diferencia simétrica es una operación conmutativa; por consiguiente: 
de aquí que (S; OS) = (S¡9S;), 
d(Si, S;) = 18; 0 Sj| = 18; 9 S¡| =ad(S;, S;). 
También se cumple la segunda propiedad. 
Para encontrar la tercera propiedad utilicemos los círculos de Euler que represen- 


tan las relaciones entre los tres conjuntos S;, S;, Sz (fig. 1.10). 
Tenemos que 


S; 9 S; = (3,4,5,6), 
Si 9S£= (2,3,5,7), 

y Si; 9 Sk = 12,4,6,7), 

portanto d(S;,S¡) = [3| + [4] + Is] + l61, 
a(S; Sk) = 121 + [31 +15] +71, 


y AS; ,Sx) =P] + l4] + 16] + 171, 
Esto da d(S;, S;) + d(S;, Sk) = 121 + 131 + 2 l4] + 151 + 216] + 171, 
y A(S;, Sj) + A(S;, Sk) + d(S;, Sx) = 2(l41 +l61) 2 O. 


de aquí que 


A(S;,SiY + d(S;, Sk) E a(S;, Sy). 


S, 


FIGURA 1.10. 
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TEOREMA 1.4. 
d(Si, Ss) = d 18; ,(S; U Sy)] + da [(S; U S;) , Sy] 
=d1S; (Si; NA Si) + d[(S; A S;),S;]. 


Prueba. Se mostró en la definición de la diferencia simétrica de dos conjuntos 
A y B, que A 9B =(4- B) U (B- 4). Por consiguiente 


S¡ 9 (S¿ U Si) = [S; —- (S¿ U Sj)] U [CS¡ U Sy) —S;] ; 


pero Si —(S; U Si) =0 

y (S; U S;) -S; = Si — Sj; 
por tanto Si 9 (Sj US;) = Si — Sy ; 
similarmente: 


(S; U $) O S;=S; — Si 
Los conjuntos (S; — Sy) y (S; — S¡) son evidentemente disyuntos; en consecuen- 
cia, la potencia de su unión es la suma de sus potencias. 


IS; — Sj) U (S; — Sl = 18; — Sjl + 15; — Sil; 
pero (Si — Si) U (Sj —- Si) =S; O S,; 
de aquí que IS; — Sil = 15; — Sil + 15; — Sil 
= |S¡ € (S; U Sy)l + 1(S; U S;) O Sj| 
y d(Si, Sj)= d [S; ,(S; U S;)] + d|(S; US), S;]. 


Del mismo modo podemos mostrar la segunda igualdad del teorema. Estas demos- 
traciones se pueden visualizar en los círculos de Euler que aparecen en la figura 1.10. 


TEOREMA 1.5. Si S¡ y S; son dos partes de S, la distancia dA(S;, Si) es 
igual al número de líneas que constituyen el camino más corto desde S; a S; en la 
representación gráfica de la laticia y (S). 


Prueba. Un elemento S' cubre un elemento S” en la laticia p (S) si y sólo si 
Ss"coSs' y 18 - S”|=1 (ver figura 1.11); por consiguiente, se puede asociar a ca- 
da línea del gráfico de p(S) un elemento de S: asociamos a la línea (S' S”) el ele- 
mento que constituye (S 0 S”) (fig. 1.11). Se puede mostrar fácilmente que de 
cada punto de p(S) parten n líneas si S tiene n elementos (|S| = n), de for- 
ma que cada elemento de S está asociado a una de estas líneas. 

Tomemos ahora los elementos de (S' € $”) en un orden cualquiera: Xy, X2,.... 
Si, por ejemplo, S; = (a) y S; = [b,c), obtenemos b, c, a. 

Partimos de S; por la línea asociada al primer elemento de (S; € Sy ); alcanzan- 
do el elemento S, U ([x1)si xj E(S7—S' o Si— (x1)si xy E (S; — S;); 
a partir de este elemento utilizamos la línea asociada a x», etc. De este modo llega- 
mos a S; en un número de pasos igual a |S; € S;|, es decir, igual a d(S; — S;).Este 
camino es en efecto el más corto (o uno de los más cortos); si hubiera un camino 
más corto correspondería éste a un conjunto de elementos de S en el que no figu- 
raría un x¡ de (S; € S;) por lo menos; pero si este elemento fuera eliminado de 
Sí O no estuviera unido a S;, no se llegaría a S;. 
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FIGURA 1.11. 


En el ejemplo anterior (S;= (a) y S; = 1D, c ) ) se puede seguir el camino 
b,c,a: fla), fla,bj, la,b,cy, 1b,c);oelcamino a,b,c: La), pb, 1D), 
1 b,c),etc. Fig. 1.11). 


5. GRAFOS Y CAMINOS DE UN GRAFO, 
5.1. Introducción. 


Si tomamos un conjunto X y una función 1” sobre este conjunto, obtenemos 

un grafo G, que puede representarse por 
G=(X; 1). 

A veces distinguimos el conjunto V de pares de X? tales que x e y EX e 
y E T x; en este caso escribimos G =(X; V). Puesto que podemos pasar fácilmen- 
tede Pa V yde V a I", ambas nociones resultan equivalentes. 

Cualquier elemento de V es un arco del grafo. 

Los elementos de X son los puntos del grafo. 
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La correspondencia Y' puede tener propiedades interesantes que definen grafos 
especiales. 

Grafo simétrico: para cualquier x e y € X, tenemos que 

(x, y) € V ud (y, x) € V. 

Grafo transitivo: 

Ay) EV y (p)2)€EV>(x,z2) €7V. 

Grafo completo: para cualquier x e y € X',se da que 

o (xy) EV o (p,x) € V' oambos. 
Grafo reflexivo: para cualquier x e y € X,. 
(Xx) eV: 
tal arco (x, x) se denomina loop (bucle). 

Tales términos y notaciones nos son ya familiares: un grafo simétrico correspon- 
de a una relación simétrica; un grafo transitivo completo, a una relación de orden 
completa; etc. En realidad, la teoría de los grafos y la teoría de las relaciones son en 
cierto modo similares. Aunque estas dos teorías resultan más o menos útiles en de- 
pendencia de sus aplicaciones; quizás la teoría de relaciones es más útil para el estu- 


dio de relaciones especiales (equivalencia, orden); la teoría de grafos es más útil sin 
duda alguna para el estudio de relaciones arbitrarias. 


FIGURA 1.12. 
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FIGURA 1.13 


5.2. Representación de un grafo. 


Sea G =(X; I) =(X ; V) un grafo; puede representarse por un diagrama de la 
siguiente manera. Los elementos de X se representan por puntos (geométricos) dis- 
puestos de modo completamente arbitrario, Se traza una flecha de x a y si y sólo - 
si (x, y) E V. Las figuras 1.12 y 1.13 constituyen ejemplos. Los grafos; que repre- 
sentan son verdaderamente idénticos; la disposición de puntos es la única diferencia 
y carece de significado. Sin embargo, una “buena” disposición facilita la compren- 
sión del diagrama, cuestión de mera conveniencia sin relevancia teórica alguna. 


5.3. Matriz asociada a un grafo. 


Ya hemos visto cómo asociar una tabla a una relación; el principio aquí es exac- 
tamente el mismo. Si G tiene n =|X| puntos formamos una matriz (o tabla) de 
n filas y n columnas. A la ¡-ésima fila asociamos el punto x; € X; a la j-éÉsima 
columna, el punto xy E X. Dentro de las casillas los elementos de la matriz son de- 
notados por g;;; póngase gi; =1 si (x;, x¡) E V y gy =0 si (xy, xj) É V. 

Si G denota un grafo, nos referiremos a su matriz asociada con ||G||. La matriz 
asociada al grafo de la figura 1.13 es la que se ofrece en la página siguiente. (Por ra- 
zones tipográficas se suelen omitir los ceros en estas matrices). 

Se comprobará que la matriz asociada a un grafo facilita el estudio de algunas 
propiedades del grafo. De hecho puede ser ya utilizada para establecer las siguientes 
definiciones: 

El grado de emisión o semigrado externo de un punto x¡€ X es 

E n 
d” (xj) a 8 ij; 


éste es el número de arcos que parten de x; ; por ejemplo, d* (a) =3. 
El grado de recepción o: semigrado interno de un punto x; € X es 
| dl a € 
d > (xj)= a gij 5 


éste es el número de arcos que inciden en x;; por ejemplo, d (a)=2. 
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Aplicaciones. Se realiza un test en un grupo social; cada miembro del grupo se- 
lecciona a algunos (quizás a ninguno) de sus compañeros. Llamamos X al conjunto 
de miembros del grupo (cada individuo es un elemento de X) y decimos que 
(e, y) E V si y sólo si x elige a y. G =(X; V) es el sociograma; ||G|| es la socio- 
matriz; d' (x) mide el grado de expansividad sociométrica de x; y d” (x), la po- 
pularidad o status sociométrico de x. (Obsérvese que un sociograma es un grafo sin 
loops puesto que un miembro no se puede elegir a sí mismo ). 


Q A 7 NN 


— MM +. a 


La 7 


¿MA 


5.4. Subgrafos, grafos parciales y grafos reducidos. . 


Subgrafo. Sea G = (X;T)=(X;V) un grafo. G' =(X";T)=(X; V) es un 
subgrafo de G si 
y E 
y si xEX':TX=TIxNX'; 


o, sise prefiere, (x,y) € V/, si y sólo si (x, y) E V y x e y € X”. Planteado 
de otro modo: ciertos puntos y los arcos que parten de ellos, o en ellos inciden, son 
excluidos de X. Se obtiene la matriz ||G'|| eliminando de la matriz ||G|| las filas y 
columnas correspondientes a los puntos de X — X”. El grafo de la figura 1.14 es un 
subgrafo de la figura 1.13. Su matriz asociada es la siguiente.: 
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Grafo parcial. G' =(X” ; V”) es un grafo parcial de G =(X ; V) si 
X=XyVEecr, 


Se mantienen todos los puntos de G, quedando excluidos algunos de sus arcos. 
IG "|| se obtiené poniendo cero en algunas de l:ús casillas de ||G|| en las que no figu- 
ra cero. El grafo de la figura 1.15 es un *rafo parcial del de la figura 1.13. 


a e? Uniendo las nociones de subgrafo y grafo par- 
AS 0 cial se puede obtener la noción de subgrafo 
po — parcial: subgrafo de grafo parcial o grafo parcial 
NS de un subgrafo. El grafo de la figura 1.16 es un 
o, subgrafo parcial del de la figura 1.13. 
FIGURA 1.14. 


Reducción de un grafo. Sea G =(X;1I') un grafo; defínase sobre X una par - 

tición X,, X»,..., X,, tal que 
r 

a y XNOX=0 

¡= 
para todo ¿¡,¡=1,2,...,r. Sea xo [ Xi» X», 05% Xy) el conjunto de partes así 
definido y sea I* sobre X o Una función definida por: (X;, X¡) € PO si y sólo 
si existe un punto x € X; y un punto y € Xy, tales que (x, y) € TI”. El grafo 
G% =(1?% ; T9%) es un grafo reducido del grafo G. La figura 1.17 presenta un grafo 
G y el grafo reducido G% de G. 

Evidentemente se pueden obtener muchos grafos reducidos de un grafo. El inte- 
rés de tal operación depende de las propiedades de partición de los puntos del grafo. 
Específicamente, la reducción de un grafo obtenido por una partición resultante de 
una relación de equivalencia sobre los puntos del grafo puede revelar fenómenos 
desconocidos. 

Ejemplo. Un grafo representa un cierto tipo de relación entre los miembros de 
una empresa, la partición del conjunto de puntos se realiza sobre la base de si perte- 
necen, o no, a los varios departamentos de la empresa. 


O; 


Oc 


FIGURA 1.15. FIGURA 1.16. 
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FIGURA 1.17. 


5.5. Caminos de un grafo. 


Se denomina camino de un grafo G =(X;, V) al subconjunto completamente or- 
denado V' de Y, tal que el k-ésimo arco de V, termina en el punto de X del que - 
parte el (k +1) - ésimo arco; si x es el origen del primer arco de V' e y esel tér- 
mino del último arco de Y”, el camino se puede representar por y(xy). 


Ejemplo. Tomemos V' = [ (¡, e) ,(e, d),(d, a)) enel grafo de la figura 1.15; 
obtenemos así el camino y (Ja). Si se quiere especificar que el camino pasa por d, 
se puede escribir y(f ... da). Si se prefiere detallar todos los pasos del camino, enton- 
ces se escribe y (jeda). 

Si el grafo representa una red de tráfico con sus calles de dirección única, se veri- 
fica que un camino representa efectivamente una posible ruta. 

Un camino es elemental si nunca pasa dos veces por el mismo punto. En la figura 
1.15 y(¡eda) es un camino elemental, pero y (jedha) no. 

Un circuito es un camino que vuelve a su punto de partida. En la figura 1.15, 
Y (dhd) y y (efg) son circuitos. Evidentemente se puede seguir un circuito desde 
uno cualquiera de sus puntos: 


v(gñig) = Y UE = y Ggf). 


Cadenas y Ciclos. A veces resulta necesario analizar un grafo sin prestar atención 
a la dirección de sus flechas. Se puede decidir, por ejemplo, seguir un arco en la di- 
rección de la flecha, o en la opuesta, indiferentemente. Esto lleva a una transforma- 
ción del grafo en un grafo simétrico. 

En tal caso se reemplaza el término arco por arista, el término camino por cade- 
na y el término circuito por ciclo. 

Por ejemplo, en el grafo de la figura 1.15, no tomamos el arco (e, j ), sino la aris- 
ta (e, j). La serie de arcos (d, h) ,(b, h), (i, b) no constituye un camino, pero las 
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correspondientes aristas (d, h) , (h, b) y (b, i) constituyen una cadena. Los arcos 
EF e), (4,5), (. e) no componen un circuito, pero las aristas (f, e) ,(e,j) y (7, f) 
componen un ciclo. 

En un grafo no simétrico no hay necesariamente un camino dondequiera que hay 
una cadena; por el contrario, en un grafo simétrico corresponden siempre a una ca- 
dena dos caminos de dirección opuesta. (Las mismas relaciones se dan entre un cir- 
cuito y un ciclo.) 

Caminos y circuitos hamiltonianos. Un camino hamiltoniano es un camino ele- 
mental que pasa por todos los puntos del grafo. Un circuito hamiltoniano es un ca- 
mino hamiltoniano que vuelve a su punto de partida. 

El circuito (acjgfeibhda) es un circuito hamiltoniano. 

Los caminos y circuitos hamiltonianos crean problemas engorrosos para la teoría 
de grafos (Camion, 1960; Flament, 1959a; Harary y Ross, 1954). 


5.6. Arborescencias y árboles. 


Un grafo G =(X; V) es una arborescencia con raíz a si 


1. todo punto x E X, para x Fa, tiene un grado de recepción igual a uno. 
2. el grado de recepción de a es cero; 


3. G— no contiene ningún circuito. 


Una arborescencia siempre resulta parecida al grafo de la figura 1.18. 

Una arborescencia es un conjunto de caminos divergentes; se denominan ramifi- 
caciones los puntos cuyo grado de emisión es mayor que uno. | 

Si G =(X ; V) es una arborescencia, el número de arcos de G es |V|=(n-— 1) 
cuando el número de puntos de G es |X|=n. Efectivamente, esto se deduce de la 
definición, conforme a la cual todos los puntos excepto uno (la raíz) reciben un 
solo arco. 

La noción de árbol corresponde a la de arborescencia cuando no se toma en cuen- 
ta la dirección de los arcos, o si se prefiere, cuando el grafo considerado es simétrico. 

Un árbol es un conjunto de aristas (en contraposición a arcos) que constituye 


un grafo con (n — 1) aristas (en contraposición a arcos) y sin ciclos (en contraposi- 
ción a circuitos). 


FIGURA 1.18. 
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e uy ' 


- Es evidente que una arborescencia constituye un árbol, mientras que la inversa 
no se da generalmente. Un árbol no tiene raíz o, mejor dicho, todo punto del árbol 
puede ser considerado como raíz, es decir, como punto de partida para seguir suce- 
sivamente todas las cadenas del árbol. 

La figura 1.19 representa un árbol. 


6. LONGITUDES Y DESVIACIONES DE UN GRAFO. 
6.1. Introducción. 


La longitud de un camino y es denotada por / (y) y se mide, por definición, 
por el número de arcos que constituyen el camino. 

Desde un punto x aun punto y puede haber muchos caminos y; (xy); la des- 
viación de x a y es por definición, 


e (xy) = mim (11691). 


Esta es la longitud del más corto camino de x a py. 

Un camino y (xy), cuya longitud es igual a e (xy) es una pista y se representa 
por 0 (xy). | 

Generalmente la desviación no es una distancia. 

Efectivamente, cuando el grafo no es simétrico, para ir de y a x nos vemos for- 
zados con frecuencia a pasar por puntos distintos a los que utilizamos para ir de x 
a y, y no es necesario que las pistas 0 (xy) y 0 (yx) tengan la misma longitud. Por 
ejemplo, en el grafo de la figura 1.20 tenemos que: 


elab)=1, 


es decir, la longitud de la pista 0 (ab) es esclusivamente la del arco (a, b); por el 
contrario 


e (ba) =2, 


es decir, la longitud de la pista 0 (ba) se compone de los arcos (b, c) y (c, a). Para 


que sea e (ba) =1 elarco (b, a) debería estar en el grafo, lo cual no sucede en este 
caso. 
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En un grafo simétrico, sin embargo, las desviaciones son distancias. 
Cuando no existe camino de x a y, de modo convencional escribimos 


e (y) = 09 (infinito). 


Generalmente se considera igual a cero la desviación de un punto respecto de sí 
mismo: e (xx) = 0. Esta convención, que es absolutamente normal, es sobre todo 
necesaria para que la desviación resulte una distaricia en un grafo simétrico. 


6.2. Determinación de desviaciones. 


Existen varios métodos algorítmicos para computar la desviación de un punto a 
otro. Se han de utilizar métodos rigurosos para evitar los errores que se suelen pro- 
ducir por la simple inspección visual de un grafo, cuando éste es algo complejo. Es- 
tos métodos no son necesarios, por supuesto, cuando el grafo es tan simple como el 
que presenta la figura 1.20, en el cual pueden ser inmediatamente captados los cami- 
nos, pistas y desviaciones. 

En primer lugar presentamos un método de señalización gráfica y a continuación 
un método matricial (utilizando la matriz asociada al grafo). 


Método de señalización para computar las desviaciones de un punto a otros, 
Para obtener las desviaciones del punto a € X atodoslos puntos de X en el gra- 
fo G = (X; 1), procedemos conforme a los pasos siguientes: 


1. Señalamos con 0 (cero) el punto a... | 

2. Señalamos con k los puntos todavía no señalados que son parte de 4. 

3. Cesamos cuando no hay más puntos, bien porque todos los puntos de X ya 
han sido señalados, o bien porque los puntos no señalados no pueden ser al- 
canzados desde aquéllos. 

4. Si y € X está señalado con k, esto significa que e (xy) =k; si y E X no 
está señalado, entonces e (xy) =00, 


Ejemplo. Considérese el grafo de la figura 1.20. 


a b El procedimiento se puede representar del modo 
0 siguiente: 
k=0 1 Z 
>b =>c 
a 
>d 
¿O 0 Deberíamos señalar después de d, en la columna 
| d 2, el punto b, puesto que (d, b) es un arco del 
FIGURA 1.20. grafo; sin embargo b está ya señalado. Después de 


c sólo está a, que ya está señalado. Por consiguien- 
te el proceso ha concluido. Tenemos 


e(ab)=e (ad) =1; e(ac)=2 


Introducción a la teoría de grafos 37 


Si también deseamos las desviaciones de d a otros puntos, obtenemos 
k=0 1 2 3 
10 aa s A dE 
Matriz de desviación. Si tomamos las desviaciones de todos los puntos de X, las 
cifras computadas pueden ser registradas en la matriz de desviación, designada por 


E (G) si G representa al grafo. En cada casilla (x, y) registramos las desviaciones 
e (x y). En el caso de la figura 1.20, obtenemos 


Antes de discutir el método matricial al que antes aludíamos, conviene repasar 
algunos principios básicos de la teoría de matrices. 


Teoría de matrices. Sea M una matriz con n filas y p columnas y de orden 
(n x p); el elemento de la casilla (7) es my. 


Adición. Para poder sumar una matriz M y una matriz O, deben tener el mismo 
orden; obtenemos entonces 


M+0 =R 


cuyos elementos son lij = Mi +0; 


Ejemplo. 


Multiplicación. Para poder multiplicar dos matrices, el número de columnas de 
una de ellas deber ser igual al número de filas de la otra. Si el orden de M es (n x p) 
y el de O es (p x £), podemos multiplicar M por O: MO, pero no O por M: QM. 

En el primer caso tenemos 


R=MO 


P 
ij = 2 Mik *Qkj; 
ij PEA ik 0 kj 


siendo (n x t) el orden de R. 
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Ejemplo. 


Para obtener el número 6 de la segunda fila, primera columna, de R, tomamos 
la segunda fila de M: 3; 0; y la primera columna de OQ: 2; 1; multiplicando en- 
tonces término a término: 


3 0 
2 1 
6 0 
De aquí que 6+0=6. 


Potencias de una matriz cuadrada. Si M es una matriz cuadrada, es decir, una 
matriz de orden (n x n), puede entonces ser multiplicada por sí misma con el fin de 
obtener su segunda potencia: 


M? = MM 


De modo similar definimos M =MM 5) =(M bm Los elementos de M son 
denotados por my; 


Cuando aplicamos repetidamente la multiplicación obtenemos 


n_ + de > 
m : proa o ... Mik . Mk k ... Mk a . 
7 kq=1 ko=1  kpq=1 0] ala poo 


Ejemplo. 
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El método matricial para la computación de desviaciones. 


TEOREMA 1.6 (Festinger, 1949). El número de caminos, elementales o no, de 
x¡ a xj, cuya longitud es r en un grafo G, está dado por el elemento gn de la 
r-ésima potencia de la matriz ||G|| asociada a G. 


Prueba. Si hay en G un camino Yy(x¡x;) de longitud r, es de la forma 


¡es xk1) > Ak y Xk 2) y... Ak, 1 xj); 
tenemos entonces en ||G]|: 


Eli  Ekika "Fluid 
siendo el producto de estos términos igual a uno. Pero este producto, 


8ik1 * Ekjik> *“***" Ekp_1]» 


es uno de los términos de gl. ) Por consiguiente, para cada camino “y (x; xy) de lon- 
gitud r, el valor co mepondiente de gy res igual a uno. Recíprocamente, si un tér- 
mino de gh es igual a uno, comespande a un camino; efectivamente si 
8ik1 *Ekjk2 ***** Ek, — 11 = 0, entonces al menos un grx “es igual a cero, lo cual 


significa que el arco (xx,xx“) falta en el correspondiente camino. 


TEOREMA 1.7. En un grafo G de n puntos, la longitud de un camino ele- 
mental es como máximo igual a (n — 1). 


Prueba. Un camino constituido por m arcos tiene evidentemente (m + 1) pun- 
tos, contando los puntos inicial y terminal. Puesto que un camino elemental no pasa 
dos veces por el mismo punto, el camino elemental más largo que se pueda imagi- 
nar en G pasa por todos los puntos de X una y sólo una vez. De aquí que este 
camino es de longitud (n — 1). 

En estos teoremas se basa un algoritmo simple para la computación de desviacio - 
nes en un grafo (G:: 


1. Se computan las sucesivas potencias de ||G|| hasta la r-ésima, siendo r =n— 1 
y n el número de puntos de G. 

2. La desviación e(xy) es la la mínima potencia r de ||G||, cuya casilla (xy) 
contiene un término Exy ") distinto de cero. 

3. Si gh) = ) = 0 para llar r =n- 1,entonces e(xy) = oo, 

4. Para od x,e(xx) = 0. 

El ejemplo utilizado anteriormente para la computación de las potencias de una 


matriz corresponde al análisis del grafo de la figura 1.20. De él podemos deducir la 
siguiente matriz de desviación: 


=— 2 


A 


40 Teoría de grafos y estructuras de grupo 


Evidentemente se obtienen los mismos resultados que con el método de señaliza- 
ción, pero con la ventaja de que este método matricial se puede programar con faci- 
lidad para un computador (ver Ross y Harary, 1955). 


6.3. Determinación de pistas entre dos puntos, 


Recuérdese que una pista 0 (xy) es un camino y (xy) de longitud igual a la 
desviación e (xy). 


TEOREMA 1.8. El punto z está en la pista O(xy) si y sólo si 
e(xz) + e(zy) = e(xy). 
Prueba. Condición suficiente. Si e (xz% +e (zy) =e (xy), considérese el camino 


Y (xy) formado por las pistas O (xz) y 0 (zy); la longitud de este camino es e (xy); 
por tanto es una pista 0 (xy). 


Condición necesaria. Un teorema formulado por Bratton (1955) (véase Berge, 
1958, capítulo 13, teorema 5) establece que si 0 (x ... xj... xj... y) es una pista, el 
camino Y (x; ... x;) es una pista; si z es un punto en la pista 0 (xy), los segmentos 
(xz) y (zy) de esta pista también son pistas, 0 (xz) y 0 (zy), siendo sus longitudes 


e (xz) y elzy) respectivamente. De aquí que e (xz) +e (zy) es la longitud de 
0 (xy). 


TEOREMA 1.9. Si z y z' pertenecen ambos a la pista O (xy), entonces el arco 
(2,z"), si existe, pertenece a la pista O (xy) si y sólo si e(xz) + 1 =e(xz”). 


Prueba. Condición suficiente. Considérese el camino formado por la pista 0 (xz), 
el arco (z,z”) y la pista 0 (z'y). La longitud de esta camino y(xy) es 


I[yGy)] =e(xz) +1 +e(z'y). 
Si e(uz') =e (xz) + 1, entonces 


lr y)]=e (uz) +e (2"y). 
Puesto que z” está en la pista 0 (xy), en virtud del teorema 1.8, 
¡[y 0y)1=e (xy), 
y este camino es una pista: 0 (xy). 


Condición necesaria. Supongamos que el arco (z,z”) pertenece a la pista 0 (xy). 
En virtud del teorema de Bratton los segmentos (xz) y (xz") de 0 (xy) son de 


S=ÍÚLAR 


(e) 


” 


FIGURA 1.21 
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longitud e (xz) y e (xz"); el segmento (xz') está formado por el segmento (xz) y 
el arco (z,z”) ; por tanto su longitud es e(xz") =e (xz) +1. 

TEOREMA 1.10. Sea O(xy) =(X ; V”) un subgrafo parcial de G =(X ; V) cons- 
truido del siguiente modo: 

XCEXY VEV 

z EX * e(xz) + e(zy) = e(xp); 

(2,2) EV ez y 2 EX' y e(uz) + 1 = e(xz'). 

Todos los caminos “y (xy) en O(xy) son pistas 0 (xy) en G y todas las pistas 
0 (xy) de G figuran en O (xy). 

Este teorema se sigue directamente de los dos anteriores. Proporciona un algorit- 
mo que permite encontrar las pistas Ó (xy) en un grafo G. 

Ejemplo. Considérese el grafo G de la figura 1.21. 


Necesitamos construir O (ac) Computamos las desviaciones e(ax) y e(xc) pa- 
ra todo punto x de G, por uno cualquiera de los métodos presentados anterior- 
mente, y encontramos 


e(ax)te(xc)| 4 4 4 4 4.4 


HH 
DO 
HH 
Ss 


Todos los puntos de G, excepto h, pertenecen a O (ac). Coloquemos estos pun- 
tos x de izquierda a derecha según e (ax) y dibujemos los arcos (x,y) existentes 
en G si y está a la derecha de x. Obtenemos la figura 1.22 que representa O (ac). 


o 
A 


FIGURA 1.22 


E e ——_——— h ———= q 


FIGURA 1.23 
Conseguimos así cuatro pistas 0 (ac): 
aefic , aejde , agjde , agbde 


La figura 1.23 representa O (ca), que no tiene nada en común con O(ac). 
Determinación de otros tipos de camino. Varios estudios ofrecen métodos para 
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encontrar caminos de un tipo dado, cuyo conocimiento puede ser útil: caminos ele- 
mentales (Ross y Harary, 1952); caminos y circuitos hamiltonianos (Camion, 1960; 
Flament, 1959; Harary y Ross, 1954); circuitos y caminos de longitud dada (Roy, 
1961). 


7. CONEXIDAD DE UN GRAFO Y NOCIONES AFINES. 


7.1. Introducción. 


La noción de conexidad es importante para la aplicación de la teoría de grafos a 
las ciencias sociales: constituye la versión matemática de uno de los aspectos de la 


noción psicológica de cohesividad de grupo, intuitivamente se refiere a la densidad 
de relaciones. 


Las definiciones que se presentan son resultado de los trabajos de dl (1961), 
Harary (1959c) y Luce (1950, 1952b). 


7.2. Tipos de conexidad. 


Sea G =(X;T) un grafo. G es fuertemente conexo si para todo par (x, y) de 
puntos en G existe al menos un camino y (xy) en G. El grafo de la figura 1.24 


ISO puc 


FIGURA 1.24 FIGURA 1.25 


es fuertemente conexo dado que podemos ir desde cualquier punto a otro cualquie- 
quiera del grafo. 


G es semifuertemente conexo o conexo unilateralmente si para todo par de pun- 
tos x, yen G existe un camino y(xy) o un camino y(yx)en G (fig. 1.25). 


I/O LA 


NS ] 


a 1.26 FIGURA 1.27 
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G es quasi-fuertemente conexo si para todo par de puntos x, y en G existe 
en G un punto z yunpunto z' (eventualmente igual a x o y) tal que algunos 
de los caminos y(x, z), y(yz), y('x) y y(z'y) figuran en G (fig. 1.26). 

G es simplemente conexo o débilmente conexo si para todo par (x, y) de G 
existe una cadena (xy) en G (fig. 1.27). 


TEOREMA 1.11. Todo grafo fuertemente conexo es semifuertemente conexo. 
Todo grafo semifuertemente conexo es quasi-fuertemente conexo. Todo grafo 
quasi-fuertemente conexo es débilmente conexo. 


Prueba. La conexidad fuerte implica conexidad semifuerte: su evidencia es in- 
mediata. La conexidad semifuerte implica conexidad quasi-fuerte: si el camino 
y (xy) existe, basta hacer x =z' y y =z. La conexidad quasi-fuerte implica co- 
nexidad débil: tomamos, por ejemplo, la cadena (xy), que consiste en los caminos 
y (xz) y y(z). | 

Este teorema establece realmente un orden en los tipos de conexidad. Desde la 
mayor a la menor tenemos: conexidad fuerte, conexidad semifuerte, conexidad 
quasi-fuerte y conexidad débil. 

Un grafo débilmente conexo es un grafo conexo. 

Un grafo que no es siquiera débilmente conexo es inconexo. Un grafo no co- 
nexo es aquél cuyos puntos podemos dividir al menos en dos partes, de forma tal 
que no existe arco¡(x, y)con x en una de las partes e y en la otra (fig. 1.28). 

Adviértase que un grafo conexo simétrico es siempre fuertemente conexo. 

Se denomina máximo componente conexo de un tipo dado de un grafo G ato- 
do subgrafo de G que 


1. es conexo del tipo dado 
2. no es un subgrafo de un subgrafo conexo, de G , del tipo dado. 


Ejemplo. En el grafo de la figura 1.29, que es sólo débilmente conexo, el subgrafo 
definido por (a, b) es fuertemente conexo pero no constituye un componente 
máximo fuertemente conexo, dado que el subgrafo definido por * la, b,c) esfuer- 
temente conexo. El último subgrafo es un componente máximo fuertemente co- 
nexo; pero no es un componente máximo semifuertemente conexo puesto que el sub- 
grafo definido por (a, b, c, d y es semifuertemente conexo. 


__ | 0 b 

7 ss 

o , Í SÍ 
) ox 


FIGURA 1.28 FIGURA 1.29 
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TEOREMA 1.12. Las relaciones R y R' definidas sobre el conjunto X de los 
puntos de un grafo G, por 


xy) ER %x e y pertenecen al mismo componente máximo fuertemen- 
te conexo de G; 


(x,y) E R'*x e y pertenecen a] mismo componente máximo de G dé- 
bilmente conexo; 


son relaciones de equivalencia. 


Prueba. (x, y) € R significa que hay en G un camino y(x.y) y un camino 
YO -x). 

R es reflexiva: tenemos el camino y (xx), formado por la unión de los termina- 
les de los caminos y (xy) y yx). 

R es obviamente simétrica. | 

R es transitiva: (x, y) E R y (p, z) € R implica que los caminos y (xy) y 
y (yz), que conforman el camino Y (x... y... Z...), y los caminos y(zy) y yx), 
que configuran el camino y (2... y... x), existen; por tanto, (x, z) ER. 

En el caso de R' reemplazamos “camino” por “cadena” en la argumentación. 

(Por convención se considera que un grafo constituido por un solo punto es 
fuertemente conexo). 

De aquí que los puntos de un componente máximo fuertemente (o débilmente) 
conexo constituyen una clase de equivalencia. 

Obsérvese que (x, y) € R > (x, y) E R' (ver teorema 1.11). Por el contrario, 
generalmente la conversa no es verdadera. 


TEOREMA 1.13. Un grafo G =(X;1') es fuertemente conexo si y sólo sies po- 
sible ir desde a a cada punto de X y desde cada punto de X a a, siendo a un 
punto cualquiera de X. 


Prueba. Sea a un punto cualquiera de X. Para todo x E X hay un camino 
“y (ax) y un camino y (xa); por tanto (a, x) € R. Y en consecuencia, X constitu- 
ye una única clase de equivalencia para'R, y G es fuertemente conexo. 


Determinación de componentes máximos fuertemente conexos de un grafo por 
señalización (Algoritmo de Roy, 1961). 


1. Elijase un punto a én el grafo; señálese con los signos (+). 


2. Si se señala con (+) un punto x del grafo, señálense con este signo todos los 
puntos de P'x, 


3. Si se señala un punto x con (—), señálense con(—) todos los puntos de 
PT” 
4. Cuando ya no podemos señalar más puntos, aquellos que han sido señalados 


con (+) constituyen un componente máximo fuertemente conexo que inclu- 
yea a. 


5. Se comienza de nuevo con uno de los puntos que no pertenece a este compo- 
nente. 


Ejemplo. En el grafo de la figura 1.29 se señala con (+) el punto a; después seña- 
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fíalamos con (+) los puntos b y c, y a continuación, el punto d. Con (—) señala- 
mos el punto b y después c. El componente máximo fuertemente conexo a que- 
da definido por '(a, b, c) (fig. 1.30). Finalmente encontramos que d y e consti 
tuyen,independientemente cada uno, un componente máximo fuertemente conexo. 


Observación. El tipo de conexidad de un grafo G determina ciertas propieda- 
des en la matriz de desviación E (G). 


Si no hay desviación infinita (co) en E (G),'G es fuertemente conexo. 

En caso de que haya desviación infinita en una casilla (xy) de E(G), pero no 
en la simétrica (yx), entonces G es semifuertemente conexo. 

El grafo de la figura 1.31 no es fuertemente conexo, sino semifuertemente co- 
nexo. Su matriz de desviación es como sigue: 


— Q 


a 


FIGURA 1.30 FIGURA 1.31 


El subgrafo definido por la eliminación del punto des, sin embargo, fuertemen- 
te conexo, siendo su matriz de desviación: 
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7.3. Grado de conexidad. 


Pueden distinguirse unos grafos de otros dentro de un mismo tipo de conexidad. 
Por ejemplo, los dos grafos de la figura 1.32 son fuertemente conexos, pero basta 
suprimir un solo arco en (% para cambiar el tipo de conexidad, mientras que en 6 
es necesario suprimir dos. | 

Luce (1950) llama grado de conexidad de un grafo al mínimo número de arcos 
que deben ser suprimidos para convertirlo en inconexo. Esta definición se originó 
en el ámbito de estudio de los grafos simétricos, que comprende un solo tipo de 
conexidad. Desde un punto de vista general podemos considerar el mínimo número 
de arcos que deben ser suprimidos, para cambiar el tipo original de conexidad de 
un grafo a un tipo inferior. 

De este modo, llamamos grado de conexidad relativo a un tipo dado de cone- 
xidad al mínimo número de arcos que deben ser suprimidos para cambiar su tipo 
de conexidad. 

Los problemas relativos a los grados de conexidad han sido poco investigados, 
a excepción del caso de grado relativo a la inconexidad, estudiado por Luce. Más 
adelante examinaremos algunas nociones afines introducidas por Roy (1961) (ver 
en el cap. 2, sec. 4.2, las nociones de arcos suprimibles desde el punto de vista de 


la -equivalencia). 
>> 
O < 0 


0 
(a) (B) 


e 


FIGURA 1.32a FIGURA 1.328 


7.4. “Cliques” (camarillas). 


Sea G' =(X' ; V') un subgrafo de G =(X; V);G' es una “clique” si 
(x, y) E VY ex e y € X', es decir, si existen en G” todos los arcos posibles. 
Esto sistematiza una noción corriente en sociometría: todos los individuos de una 
“clique” seleccionan a cada uno de los demás. : 

Una “clique”” máxima es una “clique”” que no es un subgrafo de otra ““clique”. 

Un grafo completamente simétrico caracteriza a una única ““clique”” máxima (ver 
fig. 1.32 6). 

Harary y Ross (1957) han expuesto un método matricial para determinar “cli- 
ques” máximas en un grafo. En Francia se utiliza un método distinto, basado en 
en álgebra booleana, que todavía no ha aparecido impreso. 
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Luce (1950) ha introducido la noción de “clique” generalizada o “clique” de 
orden m: 
= (X" ; V”), subgrafo de G =(X ; V), es una “clique” de orden m si para 
todo par de puntos (x, y) en X”,se daen G que 


e (xy) S m. 
Una “clique” de orden'm = 1 es una “clique” en el sentido exacto del término. 
Sea q) =(X; yan )un grafo CONE nido a partir de G= (X ; V), tomando 
(x, y) € V7) si y sólo si e (xy) = m. Es evidente que las ““cliques” (de orden 1) 
de G“”) son las “cliques” de orden m de G. Pueden por tanto aplicarse los méto- 
dos utilizados para determinar “cliques”. 


7.5. Estabilidad y núcleo de un grafo. 


Sea G=(X; V) =(X ; ID) un grafo. Un conjunto S € X es internamente es- 
table si x e y ES > (Xx, y) É V; o, si se prefiere, si PTSNS=64. 

El conjunto 'S [ e, f, g, h) , en el grafo de la figura 1.33, es internamente esta- 
ble; aunque no es el único conjunto internamente estable de este grafo. 

Sea G =(X ; V) un grafo;constrúyase un grafo G =(X ; V), tomando para ca- 
da par,x e y EX, x%*y, 

(y) EV + (y) EV. 
Queda claro que un conjunto de G, internamente estable, define una “clique” 


en- G. 
Un conjunto T C X es externamente estable si para todo x E X, x ÉT, 


se ceqUe TAnT+Y 


El conjunto (e, f, g, h) , del grafo de la figura 1.33, es externamente estable, 
dado que desde todo punto externo a este conjunto hay un arco que conduce y ter- 
mina en un punto de tal conjunto. 

En algunos juegosicon dos parejas, cada miembro de una de ellas debe vigilar a 
un miembro de la otra. Six, y x2 son los miembros de las dos parejas, respecti- 
vamente, hagamos G =(X ; V) con X=X, U XX, y con (x, y) E V si x es 
vigilado por y. Necesariamente, entonces, X, y X2 son conjuntos externamente 
estables. 

Un núcleo es un conjunto N € X que tiene las dos propiedades de ser inter- 
na y externamente estable. El conjunto (e, f, g, h),, en el grafo de la figura 1.33, 
es un núcleo. 

Consideremos un torneo consistente en dos encuentros A y B; cada participante 
en el torneo tiene una cierta seguridad en cada encuentro. Sea X el conjunto de 
puntos de ejercicios y G = (Xy; V), donde (x, y) E V si y sólo si x es más dé- 
bil que y en ambos encuentros. El torneo será realmente disputado sólo entre 
los miembros del núcleo de G (figuras 1.34 y 1.35). 

Frey (1960) ha mostrado las ventajas de estas nociones para el estudio de las es- 
tructuras de poder en los grupos sociales. 
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FIGURA 1.33 


Berge (1958, capítulos 4 y 5) ha investigado las numerosas propiedades de los 
conjuntos estables y de los núcleos. 


FIGURA 1.34 


FIGURA 1.35 


7.6. Punto y conjunto de articulación. Potencia de un punto. 


Un punto a de un grafo G =(X; T') es un punto de articulación de G, si el 
subgrafo G' =(X' :T”), de G, definido por X'=X- (a), esun grafo inconexo. 
El punto a de la figura 1.36 es un punto de articulación. 
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Generalmente, el individuo que es un punto de articulación en un grafo ocupa 
una posición privilegiada. Puesto que él asegura la conexión entre distintos subgru- 
pos, las relaciones —buenas o.malas - entre ellos dependen de él. 

Ross y Harary (1955) han expuesto un método para determinar puntos de arti- 
culación en un grafo. 

La noción de punto de articulación ha sido generalizada en dos direcciones. 

En un grafo G=(X; ID), un conjunto 4 C X esun conjunto de articulación 
de G si el subgrafo G' =(X';I”) de G; definido por X' =X — A, es un grafo 
inconexo. En la figura 1.37,£a,bjes un conjunto de articulación. Evidentemente, 
un punto de articulación es un conjunto de articulación constituido por un único 
punto. 

En un grupo, los puntos de un conjunto de articulación tienen la posición privi- 
legiada de un punto de articulación sólo si constituyen una coalición. 

Hemos visto que un punto de articulación en un grafo G es un punto cuya eli- 
minación de G convierte a este grafo, si tenía un cierto tipo de conexidad, en un 
grafo inconexo. Ross y Harary (1959) proponen el examen de cada punto de un 
grafo para ver qué consecuencia tiene su eliminación en el tipo de conexidad del 
grafo: la eliminación de algunos puntos puede reducir su conexidad, mientras que 
la eliminación de otros puede aumentarla. Son puntos debilitantes o reforzantes. De 
aquí la noción de potencia de un punto. Un punto de articulación es evidentemente 
un punto debilitante. El grafo de la figura 1.38 es fuertemente conexo, pero la eli- 
minación de un punto cualquiera en este grafo produce un grafo que no es fuerte- 
mente conexo. Por consiguiente todos sus puntos son debilitantes, aunque no son 
puntos de articulación. El grafo de la figura 1.39 no es fuertemente conexo, pero 


BEY e 


FIGURA 1.37 
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la eliminación del punto a da lugar a un grafo fuertemente conexo; por tanto este 


punto es reforzante. 


PON 
yal 


FIGURA 1.38 


q 
0 O 


Xi/ 


FIGURA 1.39 


8. EL CONJUNTO DE GRAFOS DE nm PUNTOS. 


8.1. Introducción. 


FIGURA 1.40 


8.2. Isomorfismo. 


Sea GUY =(X ; va) el grafo completamen- 
te simétrico sin “loop” construido sobre 
lY| =n puntos. Este grafo es único. Tene- 
mos: | |=n (n-1) arcos (puesto que aquí 
nos limitamos a grafos sin “loop””). La figura 
1.40 representa G%), 

Todos los grafos de n puntos construidos 
sobre el conjunto X son grafos parcialés de 
GM) Sea G, el conjunto de estos grafos. 
Existen en éste conjunto de grafos ciertas re- 
laciones de interés; consideraremos ahora al- 
gunas de ellas (otras serán examinadas más 
tarde, como la relación de pr-equivalencia de 
Roy; Cap. 2, Sec. 4.2). 


Sean G; =(X; V,) y G2 =(X; V,) dos grafos. Dado que ambos están cons- 
truidos sobre el mismo conjunto X, pertenecen al mismo conjunto Y, (con 


n =|Xl. 
Gi, y G, son isomorfos si puede establecerse una función biunívoca f entre 
los puntos de X = 1x1,X2, > Xn), 
Fi) =xj 


función tal que para cualquier par de puntos en X se da 
(Xi xj) E VA * (10) FO) E Va. 
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Dicho de otra forma, basta reemplazar cada punto x, € X porel punto f(x;) 
para pasar de G, a G, sinafectar los arcos de: grafo. 

Los dos grafos de las figuras 1.41 y 1.42 son diferentes, aunque isomorfos, 
siendo la función que establece la correspondencia entre sus puntos: 


fla) =b, f(c)= 4, 
f(b) = d, f(d) =cC. 

b N YN 
Y > e b A 
XA Ny SN A 

FIGURA 1.41 FIGURA 1.42 FIGURA 1.43 


Se observa más fácilmente el isomorfismo si se compara el grafo de la figura 
1.41 con el de la figura 1.43, el cual es idéntico al de la figura 1.42, cuya disposi- 
ción nos permite visualizar la función f (f(x) tiene la misma disposición geométri- 
ca que x). 

La relación de isomorfismo, (G;, G;) € I si y sólo si G; y Gj¡ son isomorfos, 
es una relación de equivalencia en %,, En efecto, (G;, G;) € 1 (reflexividad), sien- 
do f la función de identidad: f(x) =x para todo x € X; 

(G¡, Gj) €l * (G;,G¡j) El (simetría) 
siendo entonces f” 1 la función. Puesto que f es biunivoca, f” LE (x) =x;, fi- 
nalmente, 
(G;, Gj) El y (G;, Gx) El > (G;, Gx) El (transitividad). 


Si f, esla función que aplica G; en G;, y f2 es la función que aplica G; en 
Gk,la función f=f>f, aplica G; en Gx y entonces 


(Xp, Xe) E V¡ > [£ (<p) ,f1 (re)Y] E Vj 
> [£ (f1 0D, f2 Uf, (eY)] E Ve: 
de aquí que (Xp ,Xxe) E V¡> [£ (xp) f(%2)] E Vi. 


8.3. Laticias de grafos de n puntos. 


Consideremos Sa Sa VD) de los arcos del grafo e simétrico 
E n 0 G“). Sabemos cómo se TS el conjunto p(ve) ) de las partes 
(Sec. 1.7) y la laticia de p (VA ) (Sec. 3.3). Por ejemplo, si n =3 y 

= (a, b,c),se tiene 


vG) = (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b) ) ; 
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VS) tiene seis elementos y py (v8)) tiene 2% = 64 elementos; la laticia de 
pl VO) es difícil de representar. 

Hagamos corresponder el grafo G¡ =(X ; V¡) a cada parte V; de VD); cons- 
truimos o todos los grafos de n puntos. El conjunto G,, «corresponde por 
tanto a p (VM), 

Puesto que p(V") está ordenado por inclusión, podemos definir una relación 
de orden sobre 'Y,,. que será llamada también inclusión: 


V¡ EV > G;¡ = (X; V¡) € G¡=(X; V;). 
Si G¡ CE Gj, diremos que G; está incluido en G¡, también que G; es un grafo 
parcial de G; (Sec. 5.4). 


El conjunto $,, ordenado por inclusión, constituye una laticia £,, del mismo 
modo que p (VU), 


8.4. 0-Equivalencia — Laticias de grafos simétricos de n puntos. 


Sea G; = (X ; V;¡) un grafo. Se construye un grafo Gj =(X ; Vf), en el que 
V” está definido por (x, y E V/ si (x, y) € V¡ o (p, x) € V;, o ambas cosas a 
la vez. Pasamos de G; a G% por simetrización de G;. 

Diremos que dos grafos G; y G; son 0-equivalentes si y sólo si Gi = =G;. Los 
grafos de las figuras 1.44 y 1.45 son 0-equivalentes, puesto que su simetrización es 
la misma, como queda reflejado en la figura 1.46. La relación OU es efectivamente 
una relación de equivalencia dado que está definida por relación a la igualdad de las 
simetrizaciones: Gj = Gf. 

Esta relación está definida sobre cada conjunto de puesto que si G¡€ Y, y 
Gi € Gm, donde n +m, esimposible tener Gí = Gf. 

Cada clase de (equivalencia es una parte de la laticia £,; en cada clase todo 
subconjunto posee un límite superior, el cual es la unión de los grafos del subcon- 
junto. Pero la intersección de los grafos del subconjunto no está necesariamente en 
la clase: no hay límite inferior (se dice que cada clase es una semi-laticia superior). 
La figura 1.47 representa una clase tal de O-equivalencia. 

Representaremos por G2 el conjunto de las clases de O-equivalencia deS,. Ca- 
da clase de U-equivalencia puede ser representada por el grafo simétrico que es su 
máximo. Por consiguiente 4% puede ser considerado como el conjunto de grafos 
simétricos de n puntos. 


ZA ÉN £>3 


—_———_—_—_—_—_—_—_—_—___—_ (/ 


S</ NA NY 


C 
FIGURA 1.44 FIGURA 145 FIGURA 1.46 
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Al igual que $, , este conjunto Gn está ordenado por inclusión y tiene la estruc- 
tura laticial, que será designada por La; dos grafos son efectivamente o-equivalen- 
tes si tienen el mismo conjunto de aristas (diferentes por sus arcos). Podemos por 
tanto estudiar el conjunto de las n (n— 1) / 2 aristas que pueden existir en un gra- 
fo de n puntos. 


—o—0 


FIGURA 1.47 


Sin=3 y X =( a,b,c), este conjunto de aristas es 


[ (a, b), (a, c),(b,c) ). 
La figura 1.48 muestra la laticia de las partes de este conjunto y, a su vez, la 
laticia £ 5. 


8.5. Distancias entre grafos. 


Hemos definido la distancia entre dos partes de un conjunto como la potencia de 
la diferencia simétrica de estas partes (Sec. 4). Pero hemos visto que el conjunto 
de los grafos de n puntos era isomorfo al conjunto de las partes del conjunto de 
arcos del grafo completamente simétrico de n puntos. Esta distancia entre dos gra- 
fos G¡=(X; V¡) y G¡=(X; V;) puede ser definida como sigue: 


d(G;, Gj) = |V¡ e Vjl. 


Los teoremas 1.4 y 1.5 son pues válidos para £,,, definiendo, por supuesto, la 
unión y la intersección de los dos grafos de £,, por la unión y la intersección de 
sus conjuntos de arcos: | 
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FIGURA 1.48 


G;¡ UG; = (XV; UÚ Vi); 
GM G; =(X;V¡N V;). 
Las mismas nociones pueden ser aplicadas a L2 si el término “arco” es reempla- 


zado por “arista” en el análisis anterior. Obsérvese que la distancia d (G; Gf) en 
£; no es igual a la distancia d (G;, G;) en £,,. 


9. DIVERSOS TIPOS DE GRAFOS. 


Hemos considerado hasta ahora grafos que representan una correspondencia I' 
dentro de un conjunto X; esto sólo nos permite representar una relación al modo 
de “todo o nada” entre los miembros de un grupo. En psicología social general- 
mente se trata con fenómenos más complejos, lo cual ha sido posible por la teoría 
de grafos. Los diversos tipos de grafos que consideraremos ahora han sido matemá- 
ticamente menos estudiados que los grafos (X ; I”). Sin embargo, debe tenerse en 


cuenta que el estudio de grafos más complejos puede ser reducido en gran medida 
al estudio de grafos del tipo (X, IP”). 
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Grafo simple. Un grafo simple es un grafo (Xp ; I) =(X, ; V) tal que existe 
una bipartición X, Y de Xy: X U Y=X,,X M Y =P y que todo arco de V 
tiene su origen en X y su punto terminal en Y: 


(xy) EV>xEX y y EY 
O DICE y TY=0! 
Obsérvese que X N Y =QP y que PX C Y implica (1) NX=0Q. 


Un grafo simple se utiliza para representar una 


aplicación de un conjunto X en un conjunto Y 0 d 
que es diferente de X. Un grafo simple es de- y 
notado por (X, Y; ID). La figura 1.49 repre- 
senta el grafo de la correspondencia cuya tabla Ó 
fue presentada en la sección 2.5. 

C 2 


FIGURA 1.49 


Grafo valorado. Un grafo valorado es un grafo (X,; V) al que se añade una apli- 
cación y del conjunto V de los arcos, en el conjunto de los números reales. 
El número asociado al arco (x, y) es V(x, y) y se llama valor del arco; la función 
v es la valoración del grafo (fig. 1.50). | 

Un grafo valorado permite representar la intensidad de las relaciones dentro de 
un grupo. Los grafos valorados serán ampliamente tratados en el capítulo 2, para 
tomar en consideración el costo (psicológico o financiero) de las comunicaciones 
en un grupo. 

Si para cualquier (x, y) E V', v (x, y) es igual a una constante, el grafo tiene 
valoración constante y puede ser tomado como un grafo no valorado. 

En un grafo valorado un camino se define como en el no valorado, pero la longi- 
tud del camino es la suma de los valores de los arcos de que consiste. Si se considera 
un grafo no valorado como grafo con valoración constante igual a uno, las longitu- 
des valoradas y no valoradas de un camino son idénticas. Puede ser más útil, sin 
embargo, por razón de generalidad, considerar solamente grafos valorados. 

Las nociones de desviación y pista se definen como en el grafo no valorado, a 
partir de la longitud, aunque esta longitud está valorada. Así, en el grafo valorado 
de la figura 1.50,.la desviación e (cb) es 2.5, que es la longitud del camino (cab), 
aun cuando el arco (c, b) existe, con un valor v (c,b)= 4, 

El cálculo de desviaciones y el método utilizado para hallar las pistas en un gra- 
fo valorado será tratado en el capítulo 2. 
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Multi-grafo. Un multi-grafo representa en un conjunto X varios tipos de rela- 
ciones: P', A, ..., se denota por (X; T', A). Un multi-grafo permite tomar en con- 
sideración las diversas clases psicológicas de relaciones en un grupo; un sociograma 
basado sobre varios criterios de elección eg un multi-grafo. Representamos un mul- 
ti-grafo utilizando diferentes colores o métodos, correspondientes a las diversas re- 
laciones P, A.... (Figura 1.51). 


Grafo algebraico. Un grafo algebraico es un bi-grafo (multi-grafo con dos rela- 
ciones), con una relación, P, considerada como positiva y una relación, N, negativa 
y tal que un par no puede pertenecer a P ya N al mismo tiempo (aunque puede 
no pertenecer nia P nia N): 


(x, y) EP (x,y) ÉN 
y (x, y) EN (x, y) EP. 


Un grafo algebraico es un caso muy particular de multigrafo, o bien de grafo va- 
lorado, con el conjunto de valores reducido a +1y-—1. 

En el capítulo 3 utilizaremos grafos algebraiécos completamente simétricos, tales 
como el de la figura 1.52, en el que los arcos representados por trazos completos 


pertenecen a P y aquéllos que están representados por trazos discontinuos perte- 
necena Ñ. 


Grafo marcado. Un grafo marcado es un grafo del tipo (Y ; 1), pero en el que 
las particiones de X generalmente son independientes de la función PP. Un signo 
gráfico diferencia los puntos de las diversas partes (Figura 1.53) en el sociograma de 
un grupo mixto. A menudo se representan las chicas por un círculo y los chicos por 
un triángulo: éste es un grafo marcado. Los métodos de señalización (numéricos 6 
por +); que fueron usados anteriormente (Secs. 6.3 y 7.4) producen grafos marca- 
dos, pero en esta ocasión se tienen en cuenta ciertas propiedades de la función. 

Los distintos tipos de grafos que han sido ya definidos brevemente pueden ser 
combinados en el mismo grafo: por ejemplo, un sociograma con elección y exclu- 
sión, orden de preferencia y otros criterios en un grupo mixto será representado 
por un multigrafo algebraico, marcado y valorado. 


A 


FIGURA 1.52 FIGURA. 1.53 


IL REDES DE COMUNICACION 


1. EL PROBLEMA 


Un grupo social puede existir como tal grupo, sólo si sus miembros se comunican 
entre sí por medio de la expresión oral, escrita, mímica o de cualquier otro tipo. 

Esta proposición es fácilmente admitida, pero el hecho de que toda comunica- 
ción, cualquiera que sea su naturaleza, requiere un soporte físico, como ondas so- 
noras o visuales, documentos escritos, etc., es pasado por alto con frecuencia. La 
comunicación, por tanto,implica procesos físicos más o menos complejos y, en mu- 
chos casos, el medio físico estorbará y hasta impedirá la comunicación entre ciertos 
miembros del grupo. 

Este aspecto físico del proceso de comunicación se da en todos los grupos, pero 
es quizás en los grupos grandes e institucionalizados donde se muestra más clara- 
mente. En un gran servicio administrativo, las oficinas están situadas de forma que 
faciliten los intercambios verbales directos, hay personal asignado paraillevar docu- 
mentós de una a otra y se instalan sistemas de intercomunicación, etc. 

A nivel nacional e internacional no es necesario mencionar la importancia de los 
sistemas de telecomunicación. 

El conjunto de condiciones físicas que posibilitan la comunicación en un grupo 
será denominado red de comunicación. Lo cual no es otra cosa que una generaliza- 
ción de la expresión usual: red telefónica, red postal, red viaria, etc. 

La creación de una red de comunicación en un grupo no suele basarse en crite- 
rios científicos válidos. Y sin embargo la elección de cuál deba ser la red establecida 
concierne al grupo, cuya vida puede resultar afectada en gran medida por ella. El 
problema psico-sociológico que se plantea es el siguiente: en qué medida depende la 
vida del grupo de la red de comunicación disponible. 

Se debe a Bavelas (1948 y 1950) y a su escuela de investigación (especialmente 
Leavitt, 1951) el haber comenzado a tratar este problema de un modo científico, 
matemático y experimental. Muchos trabajos matemáticos* o experimentales* han 
contribuido a nuestro conocimiento, pero sin llegar a una completa solución. 

Mostraremos que una red puede ser representada por un grafo, valorado o no 
(Sec. 2). La idea de Bavelas fue buscar ciertas características matemáticas del grafo 


* Especialmente Chandessais (1957); Flament (1959); Harary y Ross (1954, 1957); Luce 
(1950, 1951, 1952b, 1953); Luce y Perry (1949); Mason (1953, 1956); Ross y Harary (1952, 
1955); Shaw (1954a). 

+. Especialmente Christie, Luce y Macy (1952); Flament (1956, 1958a, 1961); Gilchrist, 
Shaw y Walker (1954); Heise y Miller (1951); Hirota (1953); Luce, Macy, Christie y Hay 
(1953); Macy, Christie y Luce (1953); Mulder (1959a, 1959b, 1960a, 1960b); Shaw (1954b, 
1954c, 1955, 1956); Shaw y Gilchrist (1956); Shaw, Rothschild y Strickland (1957); Shelly y 
Gilchrist (1958). 
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que representa una red y examinar experimentalmente su influjo en la vida del gru- 
po. Sin embargo, el análisis de diferentes trabajos y nuevos experimentos (Flament, 


1956 y 19584) ha mostrado que estas características de la red son insuficientes para 
explicar los fenómenos; la tarea asignada a un grupoí y especialmente las relaciones 


entre la red y la tarea, también deben ser tenidas en cuenta (Flament, 1958c). 

Mostraremos también que al menos ciertos aspectos de una tarea pueden repre- 
sentarse por grafos simples y múltiples (Sec. 3). 

Esto nos conducirá al estudio (Sec. 4) de las complejas relaciones entre grafos, 
problema para el que no hay equivalente conocido en la teoria de grafos. Aun cuan- 
do muchos problemas permanecen sin resolver y quizás también sin identificar, no 
obstante sería posible describir matemáticamente cualquier actividad de grupo siem- 
pre que añadiéramos ciertas nociones a la teoría de grafos, nociones cuya exacta na- 
turaleza de momento sólo puede ser sospechada. El desarrollo de la investigación en 
este sentido sería fructífero, tanto para las matemáticas como para el conocimiento 
de la sociedad. 

El análisis matemático así como los datos experimentales serán presentados con- 
juntamente en la última sección de este capítulo (Sec. 5). La complejidad matemá- 
tica podrá parecer desproporcionada en comparación con la simplicidad de los estu- 
dios de laboratorio. Sin embargo el análisis matemático no pretende explicar los re- 
sultados experimentales, de la misma forma que el estudio de laboratorio no cons- 
tituye un fin en sí mismo; ambos, de modo diferente y complementario, proporcio- 


nan parte del conocimiento necesario para el estudio de grupos naturales, grandes y 
complejos. 


2. DESCRIPCION DE UNA RED DE COMUNICACION. 


2.1. Introducción. 


Sea X= ([X1, X2, ... , Xp ) el conjunto de n miembros de un grupo. Definimos 
sobre X? una aplicación T' que expresa las posibilidades de comunicación en el 
grupo: 

(e; xj) E PP si y sólo si x¡ puede dirigir una comunicación a x;. 

Por consiguiente una red de comunicación puede ser representada por un grafo, 
el cual será designado por N: 

N=(X;,D. 

Si N es una red de comunicación, un arco (x;xj) E N es denominado canal de 
comunicación. 

En muchos casos N es un grafo simétrico: 


(xjx¡) EP” + (5x1) EL, 
pero existen grupos en los que algunas posibilidades de comunicación son unidirec- 
cionales ( ¡ este caso se da con frecuencia en redes de tráfico! ). 


+  Leavitt (1951) parece que vislumbró este aspecto del problema, pero a causa del Ei 
ciente análisis matemático, no se reveló su importancia. La idea fue posteriormente olvidada. 
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Podemos también establecer (x;,x¡) € I', si consideramos la noción de comu- 
nicación consigo mismo, o (x;,x¡) E 'T, si se considera lI' referida solamente alos 
intercambios materiales de comunicación que tienen una extensión física o tempo- 
ral. En cualquier caso, la convención adoptada carece de importancia. 


2.2. Red valorada. 


En numerosos problemas no basta considerar sólo la alternativa de que x; pue- 
de o no puede comunicar con x;. Resulta necesario tomar en consideración la capa- 
cidad de cada canal, la accesibilidad para su utilización, el tiempo que se necesita y 
el coste de la transmisión de un mensaje en este canal, etc. Las correspondientes in- 
dicaciones numéricas constituyen valoraciones de N. 

En lugar de asignar varios sistemas de valoración a N, es conveniente, siempre 
que sea posible, integrarlos en un sistema único. En general, siempre que se utiliza 
una valoración única, ésta representa el coste total del uso de cada canal. 

La valoración de un canal puede consistir en una constante firmemente determi- 
nada, o simplemente un valor medio que varía más o menos al azar (en relación con 
el proceso de comunicación estudiado). Pero si el coste de utilización de un canal 
varía con su uso, no es entonces legítima la representación de la red por un grafo va- 
lorado. 

Cuando todos los canales están igualmente valorados, puede establecerse una va- 
loración común igual a uno, pudiendo, en efecto, considerar la red sólo en su forma 
no valorada. 


2.3. Red conexa. 


Supongamos que xj; quiere enviar a x; un mensaje a, si (x;xj) E I', no hay 
problema y se dice que la comunicación a de x; a xj esdirecta; si (x¡x;) EY 
y existe en N un camino 

Y (ei xj) (Xp 1142 0. Aj), 
los puntos X;+1,Xj+2») +». , pueden retransmitir el mensaje a de x; a xj,  di- 
ciéndose que la comunicación a de xj; a xj; es indirecta; por ultimo, si no existe 
ningún camino “y (x¡x;) en N, decimos que la comunicación a de x;¡ a xj es 
imposible. 

Estos enunciados revelan la importancia de las nociones de conexidad en el estu- 


dio de las redes de comunicación. En especial, todas las comunicaciones imagina- 


bles serán posibles, directa o indirectamente, si y sólo si N es fuertemente conexo. 
Los trabajos de Luce sobre conexidad de grafos (1950, 1951, 1952b, 1953) ueron 
realizados para el análisis de redes de comunicación. 


2.4. El índice de centralidad de Bavelas. 


Examinando las redes de la figura 2.1, Bavelas (1950) observa que intuitivamente 
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se puede decir que Ny está más centralizado que N7, N7 más que N3, etc. Defi- 
ne entonces un índice de centralidad con el cual pueden ser clasificadas las cuatro 
redes de la figura 2.1, en una dirección paralela a su orden de centralización. 

El índice de centralidad de Bavelas puede ser definido a partir de la matriz de 
desviaciones asociada a N: E(W). 


| n 


Ss=> 5 


i 


. n 
Para todo ¡=1,2,...,n, se calcula s¡= Z e(x¡ xj) ; después se suma: 
Y 
S= y sj. 
Í 


El índice de centralidad de punto se define como c;¡=8S/s; ; el índice (global) de 
centralidad es la suma de las centralidades de punto: | 


n 
C= Y Cc 
¡ 


FIGURA 2.2 
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(Obsérvese que si N' no es fuertemente conexo, es decir, si ninguna de las desvia- 
ciones es igual a “o, estas Operaciones son un tanto sin sentido). 


TABLA 2.1. CENTRALIDAD DE REDES. (FIGS. 2.1,2.2) 


Centralidad 


Las redes N¡ a N4 están clasificadas por el índice como se esperaba; pero Ny 
y Ns tienen el mismo índice de centralidad, aun cuando no es posible admitir que 
estén igualmente centralizadas (ver figura 2.2). | 

Debe por tanto examinarse la verdadera significación de este índice*, A partir de 
las definiciones obtenemos 


2 sj 2 n n(n—1)/2 
n n n ] n S; Si Si $; 
==» L= =N 2 +2 +2 
cda TA 
n(n—1)/2 
Sm y dij> 
4] 
a S $; 
donde Qi 5 ++ 


Puede mostrarse fácilmente que q; es mínimo si y sólo si s¡=s,; si esto es así 

para todos los pares (ij) , se obtiene el índice de centralidad mínimo: 
Canes 
esto es lo que se observa en N4 y Ns5 (Tabla 2.1) 

Esto nos lleva a pensar que el índice de Bavelas mide específicamente el grado de 
disparidad entre los puntos de un grafo. 

Seamos más precisos con respecto a esta noción. Sabemos (Capítulo 1, Sec. 8.2) 
que dos grafos G1 =(X1, 1) y Gr =(X,, 1») son isomorfos si existe una fun- 
ción biunivoca f entre X1 = ([(x11,X12,-..)y X2= (Xx21,X22,..): x25 =/xjj) 
tal que | 

(1x1) Ely $ (17), Ap) ET). 

Se dice que un grafo N es automorfo siempre que es isomorfo consigo mismo, 

es decir, si hay una función biunívoca f de X consigo mismo, tal que 


(xi, x5) EP S (6(x5), FO) ET. 

En caso de automorfismo podemos tener f(x¡) =xj¡ , aunque no para todo lí, 
porque entonces f sería una función de identidad, en cuyo caso sería preferible no 
referirse a automorfismo. Se podría definir por consiguiente un grado de automor- 
fismo tomando en consideración, para cada punto x;¡, el número de diferentes 


* Hemos estudiado en otro lugar los principios que fundamentan la construcción y validación de 
un índice de estructura de grupo (Flament, 1962a). 
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puntos xj para los cuales existe un automorfismo f, tal que f(x¡)=x;. Hasta cier- 
to punto esto es lo que mide el índice de Bavelas. 
En efecto, si x; =/(x¡), tenemos para todo k: 


r* Xi |xh, Als DE 


y Dx =D 0= Um), fp, Y 
es decir, Pos = Dé AD 1 


pero es evidente que 
n 


e k - h=k- 

s:= Y exixj)= Y «11 xi- U 

B k h = 
) 

por consiguiente, si x;=f(x¡), tenemos 


1 
1 


IEA 


Si S7 de 
Si=S] Y qii => AE mínimo. 
j ¡ 


Pensamos que, a través de este análisis, hemos puesto de manifiesto una significa- 
ción desconocida del índice de Bavelas, sin pretender haber agotado el contenido de 
este índice verdaderamente complejo. Indudablemente cabe plantear si es demasia- 
do complejo para su eficaz utilización en la descripción de una red. 


3. DESCRIPCION DE UNA TAREA EN TERMINOS DE COMUNICACION. 
3.1. Introducción. 


Se pueden distinguir dos aspectos en la actividad de un grupo: 

l. aspecto interindividual: comunicación de información (se toma este término 

en su sentido general ); 

2. aspecto individual: elaboración, a partir de informaciones poseídas o recibidas, 

de nuevas informaciones para su transmisión. 

Sólo nos interesa aquí el primer aspecto. 

En general no es posible determinar a priori en un grupo de discusión todas las 
informaciones utilizadas, o los intercambios que tendrán lugar en el grupo. La des- 
cripción matemática de la actividad de un grupo se torna entonces considerable- 
mente más dificuitosa. Este problema será estudiado más adelante. (Sec. 5). 

Por otra parte, en un grupo de trabajo generalmente es posible determinar a prio- 
ri las informaciones e intercambios, es decir, es posible describir la tarea en térmi- 
nos de comunicación. 


3.2. Informaciones primarias y secundarias. 


Sea A= (aj,4,..., adn j el conjunto de O informaciones utilizadas en la realiza- 
ción de la tarea. 


El conjunto de informaciones primarias consiste en una parte de A, es decir, en 
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las informaciones poseídas por el grupo al comienzo de la actividad. Las demás in- 
formaciones son secundarias, o lo que es lo mismo, se obtienen mientras se desarro- 
lla la actividad, a partir del reagrupamiento de diversas informaciones: (primarias o 
secundarias). Por ejemplo, la solución de un problema de aritmética es una informa- 
ción secundaria, obtenida por el reagrupamiento de los elementos del problema, que 
generalmente son informaciones primarias. En una empresa la cifra de ventas es una 
información secundaria, obtenida a partir de un conjunto de informaciones prima- 
rias (ventas) o secundarias (cifras parciales de venta). La peculiaridad de la tarea de- 
termina el modo en que se obtiene la información secundaria a partir de las infor- 
maciones relevantes. | 
Consideremos el conjunto de partes de A, 


p(A)= 141,42, ...), 
donde Aj EP(4) * A; CA, 


y el grafo simple P=(4, P(4);ID, definido por (aj, Aj) € Il si y sólo si 

l.a; E Aj y Aj es un reagrupamiento necesario y suficiente para la elabora- 

ción de una información secundaria, o 

2 a; HA; ; 

(En el segundo caso, cualquier información derivada de sí misma se considera 
convencionalmente como secundaria; en breve volveremos sobre este punto). 

En general el grado de recepción de un gran número de puntos p(4) será nulo; 
en la práctica, no serán tenidos en cuenta. 


3.3. Localización. 


Sea Lo=(X, A; A.) el grafo que representa la localización de posibles emisiones. 

Al comienzo de una actividad cada información primaria es trasladada a uno o 
más miembros del grupo; si x; posee a, puede emitir esta información. 

De modo similar, si x; procede a un reagrupamiento Az, produciendo una in- 
formación secundaria aj, podrá emitir a;. 

En consecuencia, definimos L¿=(X, A; A¿) por 

Qi aj) E Ar 
si y sólo si 

l. x¡ posee aj al principio de la tarea, o' bien 

2. x¡ obtiene a; de una parte de A. 

El primer caso corresponde a la localización inicial de las informaciones prima- 
rias; el segundo, a la localización del reagrupamiento que produce informaciones se. 
cundarias. 

Sea L, =( p(4), X; A,) el grafo que representa la localización de las recepcio- 
nes necesarias. 

Si xj¡ debe llevar a cabo un reagrupamiento Az para obtener una información 
secundaria, debe recibir el grupo de informaciones Ap . 

En general, se considera completa una tarea si determinados miembros del grupo 
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han obtenido finalmente ciertas informaciones; si x; debe finalmente obtener a;, 
es necesario que le llegue esta información. 

Por consiguiente definimos L, =(M(4), X; A,) por 

(Ax, xi) E A, 

si y sólo si 

1. x; debe finalmente obtener la información a;, tal que (a; J=A o bien 

2. x¡ Gebe realizar el reagrupamiento Ap. 

El primer caso corresponde a la localización final de informaciones; el segundo, 
a la localización del reagrupamiento. | 

Obsérvese que la localización de reagrupamientos aparece dos veces en el análisis: 


en L¿ yen L,; esto se produce en virtud de la dualidad del proceso de comunica- 
ción: emisión y recepción. 


3.4. Modelo de una tarea. 


De modo muy general, la localización inicial de informaciones primarias (grafo 
parcial de L¿, correspondiente al primer caso de la definición) y el grafo de reagru- 
pamiento P, constituyen la definición:minima de una tarea. La localización de rea- 
grupamientos puede, o no, ser dada. Si no es dada, el grupo tendrá que elegir, entre 
las posibles localizaciones, la que por alguna razón es la más apropiada. 

Existe otro caso en el que el grupo debe efectuar una elección: si varios miem- 
bros del grupo poseen la misma información primaria, no es necesario que cada po- 
sesor de información la emita hacia cada uno de los receptores. El problema es el 
mismo cuando una información secundaria se obtiene simultáneamente en diversos 
lugares y debe ser retransmitida. 

Consideremos, pues, el caso particular de una tarea T que satisface las tres con- 
diciones siguientes: 

T' : cada información primaria está localizada inicialmente en un solo punto; 

T» : los reagrupamientos de informaciones que producen informaciones secunda- 

rias están localizados a priori; 

T3_ : si se retransmite una información secundaria, ésta se obtiene por reagrupa- 

miento en un único punto. 

Por definición*, si una tarea T' satisface las condiciones T¡ a T3,el modelo 
M(T) de esta tarea es el grafo cuya matriz asociada es 


Im(m)l=Iz, ll - el - 2, 


M(T) es el conjunto -de comunicaciones (directas o indirectas) necesarias y sufi- 
cientes para llevar a cabo la tarea T, definida por los tres grafos L¿, P y Ly. 

Las matrices II £¿ll, WHPN y 1L£,!l son respectivamente del tipo (Xx 4), 
(AXP(A)Y) y (pU) XxX), siendo lM(T)l, por consiguiente, una matriz : del tipa 
(Xx XD): está asociada a la función M de X consigo misma: M(T) =(X; M). 


* Esta definición recoge la de Lanzetta y Roby (1955), aunque no utiliza las mismas matrices. 
Lanzetta y Ruby no consideran retransmisible una información secundaria. 
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De la definición de matriz de multiplicación (Cap. 1, Sec. 6) se sigue que 
(xj, xj) E M si y sólo si existen 44 EAÁ y Ax E p(4), tales que 


(xj, 44) E Ae (an, Ax) EM y (Ax, xj) E A, 

Si (x¡, ay) € Aé, o bien xj; es el posesor inicial (Único, por 71) de la infor- 
mación primaria az, o bien x;¡ ha reagrupado él mismo las informaciones necesa- 
rias para obtener una información secundaria ay; de nuevo x; es, por tanto, el pri- 
mer posesor de az, especificado (por T2) y único (por T3). 

Si (an, Ax) € IL resulta que az es necesaria para el reagrupamiento Ax (o 
que Ax = (an) lo cual viene a ser lo mismo, si consideramos que cualquier infor- 
mación es una información secundaria elaborada a partir de sí misma). 

Finalmente, si (Ax, x¡) € A,, es que xj; debe realizar el reagrupamiento Ax 
(o recibir az: [ay HW=Ax). 

Para concluir brevemente: xj¡ posee únicamente la aj necesaria que xj necesi- 
ta para el reagrupamiento; como resultado, xj debe transmitir az a xj. La trans- 
misión (directa o indirecta) de todos los mensajes de este tipo es necesaria para la 
ejecución de la tarea; y es también suficiente. 

La matriz IIM(T)ll puede contener elementos mayores que la unidad: el número 
(cero o entero positivo) que figura en la casilla (ij) de IM(T)!l es el número de in- 
formaciones poseídas por x; que deben llegar a x;. 

El grafo M(T) es por tanto un multigrafo, con (A componentes, cada uno de los 
cuales corresponde a una de las € in.ormaciones. Según el caso, AR el 
multi-grafo M(T) =(X; M), o cada componente My(T) =(X; My), h= .. OL 
o el uni-grafo M*(T) =(X; M*) definido por: (xj, x;) € M* si y sólo si east al 
menos un A, 1S H<o0, tal que (xj, xj) € My. La os ImM*(F) ll puede obtener- 
se fácilmente a partir de IIM(T)ll por reducción a la unidad de todos los elementos 
no nulos. 


Si x¡ posee inicialmente una información, o la obtiene el mismo por reagrupa- 
miento, y si debe tener esta informacion en el estado final, tenemos 


Oi xi) EM? 


pero no constituye una comunicación como en el caso en que (x;, xj) € M*; para 
conservar la homogeneidad de las convenciones (y tal vez para desarrollos futuros) 
vale la pena anular todas las casillas en la diagonal, en las diversas matrices asociadas 
con el modelo, si y sólo si se estipula que el grafo N de la red de comunicación no 
tiene loop. - 

En el caso de que una de las condiciones Ty, T¿ o T3 no sea satisfecha por una 
tarea T, la tarea no tiene un modelo claramente definido. 

Sin embargo, el conjunto de' posibles modelos de una tarea puede determinarse 
si se consideran todas las elecciones que constituyen especificaciones posibles de la 
tarea. De hecho, si se satisfacen T¡, Tz y T3, puede establecerse que el conjunto 
de modelos posibles de la tarea se reduce a un único elemento. Todo grupo de tra- 
bajo puede entonces considerarse ante una tarea T, que permite un conjunto 
l M(T) ) de modelos de tareas posibles, debiendo elegir el grupo uno de los modelos 
y realizarlo. 


a 
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4. ORGANIZACION OPTIMA. 
4.1. Introducción. 


Consideremos un grupo que ha de llevar a cabo una tarea de un modelo fijo 
M(T), por medio de una red dada N de comunicación. 

MIT) es el conjunto de comunicaciones (directas o indirectas) necesarias (y sufi- 
cientes) para la realización de 7; N es el conjunto de comunicaciones directas po- 
sibles (a partir de las cuales puede deducirse el conjunto de comunicaciones indirec- 

tas posibles). 

En primer lugar deben examinarse las relaciones entre M(T) y N para averi- 
guar si es posible realizar T. por medio de N. En caso afirmativo, generalmente es 
posible de varios modos, cada uno de los cuales se denomina organización. La orga- 
nización óptima será elegida en virtud de un criterio que generalmente es el coste 
global de las operaciones según la organización considerada. Señalaremos unos cuan- 
tos elementos de una solución al problema de la organización óptima, pero, como se 
verá, estamos todavía lejos de saber tanto como sería deseable. 


4.2. Posibilidad de realización de una tarea. 


Si M(T) indica que debe transmitirse una información az desde x; a xj, esta 
parte de la tarea puede ser realizada en la red N si y sólo si existe en N un camino 
YX xj). 

Para desarrollos subsecuentes es útil establecer la evidencia anterior en un lengua- 
je más elaborado, debido a B. Roy (1961). 

Consideremos un grafo G =(X; U), siendo U el conjunto de arcos de G. El 
cierre H- transitivo de G es el grafo mM(G)=(X; 1(U) obtenido a partir de G al 
establecer (x¡, x¡) € M(U) si y sólo si existe en G un camino Yx;¡x;). La figura 
2.3 representa un grafo G y su cierre M(G). Si se tiene la matriz £(G) de las des- 
viaciones de G, puede obtenerse la matriz ll 4 (G)ll asociada a 1(G) por reduc- 
ción a la unidad de todos los elementos de £(G) no nulos y no infinitos. 


1 2 2 
PASO LA 
a Y 60 y 
O <—— 0 XN 
5 a 5 4 
6 p (6) 

(a) (b) 


FIGURA 2.3 
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H es efectivamente una operación de cierre en cuanto que posee las cuatro pro- 


piedades que la definen (Berge, 1959, p. 13). 


Monótonamente creciente: U C p(U) ; 
isotonía: UC U” > p(U) € p(U); 


idempotencia: 4[u(0)]=u4(U) ; 


invarianza del conjunto vacío: U=$4$ > p(U)=0. 

La demostración de estas propiedades es directa. 

El cierre fl - transitivo induce sobre el conjunto de grafos de n puntos una rela- 
ción de equivalencia: G=(X; U) y G*=(X; U” son H- equivalentes si y sólo si 
1 (G) = u (G”. Esta relación es efectivamente de equivalencia puesto que se define 


por la equivalencia sobre los cierres UM y 
dado que es único el cierre UM de un gra- 
fo. La figura 2.4 muestra un grafo G” 
Hi - equivalente al grafo G presentado en 
la figura 2.3, 

El conjunto de grafos de una clase de Li - 
equivalencia constituye una semilaticia de 
unión; efectivamente, G y H(G) son 
H - equivalentes (idempotencia del cierre) 
y H(G) es el límite superior de la clase, 
puesto que G C u(G) (el cierre es mo- 
nótonamente creciente). Por otra parte, 
si G y G” son p- equivalentes, ambos 
son f- equivalentes a su unión (G UG”); 
en efecto, tenemos que 


e 
————>- Y 


INN, 
Sy 


4 


/ 


G 
p(6)= p/(6) tcf Fig. 2:31 


FIGURA 2.4 


(xi xj) E H(G) > Y(ux¡) E G > y(xixj) E(GUG”) 
> (xj, xj) E 1(GUG”; 
de aquí que p(G) C 1 (GUG)”. 


Tenemos también 


Qi, xj) Em(GUG) > Y (x¡xj) E(GUG”. 


Debemos tener en cuenta dos casos: 


l. y (xix) E G (respectivamente: G” > (xj; xj) € 1(G) (respectivamente: 


M(G>) ; 


2. y (xj) EG y EG”: y(x;ixj) está compuesto por unos segmentos que per- 
tenecen sólo a G y por otros que únicamente pertenecen a G” pero a cada seg- 
mento (x, y) de G correspondería un camino y(xy) en G”, puesto que HB (G)= 
= 4 (G>); por lo cual este segundo caso no puede darse; por tanto 


L(GUG” C u(G) 


y finalmente, L(G)=4(G)=H4(G UG)”. 


En general, sin embargo, H(G NG” +p (G); esto ocurre si para al menos ún 
par (xj, x¡) no hay un solo camino y (x¡xj) único que está simultáneamente en G 


y G”, lo cual es frecuente. 
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Gpy es un grafo M- mínimo si todos los grafos incluidos estrictamente en Gp 
son no 4 - equivalentes a Gp; en particular, si Gg es M- mínimo, la supresión de 
cualquier arco en Gg genera un grafo que ya no es fL- equivalente. Se puede ver 
fácilmente en la figura 2.4 que G” es 4 - mínimo. 


Consideremos un grafo G=(X; U); si Goy =(X; Up), (1) está incluido en G, 
(2) es 1 - equivalente a G y (3) es H- mínimo, entonces se dice que la familia de 
arcos V=U-— Uy es suprimible. Esta familia V puede ser suprimida sin alterar nin- 
guna de las propiedades de conexidad del grafo G. Estos análisis completan, pues, 
el llevado a cabo por Luce (1952b, 1953; cf. Cap. 1, Sec. 7.3). 

Si nos damos cuenta de que el cierre f- transitivo de un grafo N asociado a una 
red de comunicación no es sino la representación de las comunicaciones posibles 
directa o indirectamente en N, se hace patente la importancia de las nociones in- 
troducidas por B. Roy. La investigación en curso parece indicar que éstas son indis- 
pensables para el desarrollo de la teoría de redes, que será esbozada brevemente en 
las próximas páginas. 

Lo expuesto al principio de esta sección puede ahora expresarse de modo dife- 
rente: una tarea T' puede ser realizada en una red N si y sólo si 


MHT) C uy). 

Obsérvese que, si N es fuertemente conexa, H (NV) es el grafo completamente 
simétrico que incluye a todos los posibles grafos; cualquier tarea puede entonces ser 
realizada en N. 

En los parágrafos siguientes se dará por supuesto que la tarea propuesta al grupo 


puede ser efectuada dentro de la red de comunicación disponible y que el modelo 
de la tarea es perfectamente conocido. 


4.3. Determinación de la organización óptima. 


El modelo de la tarea, para cada información az, se reduce a Mp(T); puede ser 
resumido por la formación de dos subconjuntos de X: el conjunto Ez que com- 
prende los puntos capaces de emitir az (posesores iniciales si az es una informa- 
ción primaria, o puntos de reagrupamiento en los que se obtiene az si se trata de 
una información secundaria); y el conjunto R,, que comprende los puntos que re- 
ciben az (con fines de reagrupamiento o como localización final). 

Las condiciones T¡ a T3 pueden cambiarse (Sec. 3.4) estableciendo para todo 
[En l=1. | 

Hemos visto que estas condiciones eran necesarias para la definición inequívoca 

del modelo de tarea. Mostraremos, no obstante, que, en virtud de un artificio algo- 

rítmico, puede equipararse el caso |Ez|>1 al caso |Ey|=1, en el problema de la 

determinación de la organización Óptima y, eventualmente así, contar con un crite- 

rio para la elección de un modelo entre todos los posibles. 


No conocemos todavía un sistema tan fácil para el caso de que no se satisfaga la 
condición T23... 


ah 
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La información az debe transmitirse desde Ex a todos los puntos de Ry; esto 
se puede lograr, en general, de diversos modos, cada uno de los cuales constituye 
una parte de la organización (relativa a ap). 

Cada uno de estos modos puede representarse por un grafo Op, que es un grafo 
parcial de N. | 

On =(X, Zn), con (x; xj) E Ny 


si y sólo si la información az va a través del canal (xj, xj). 
Si se asigna al grafo N una valoración que representa los costes del uso de los ca- 
nales, el coste de la organización considerada no es sino 
= 2 
Ch —= . | v(x;x;). 
(xj, xpYNe 2 y ( xj) 
Por consiguiente, la búsqueda de la organización Óptima consiste en la determi- 
nación de una organización Op, tal que cz sea mínimo. 
(0%) Caso en que |Ey|=|Ry|=1.Sea x el único emisor inicial posible de az e 
y el único receptor necesario de az. 
EnF1x)k  Ri=1iY)h xy €X 
Hay que encontrar los caminos de longitud mínima entre todos los caminos 
y (xy) E N, es decir, aquellos cuyo coste de utilización es mínimo; los caminos mí- 
nimos son, por definición (Cap. 1, Secs. 6.3 y 9), las pistas 0 (xy). : 
Sea O (xy) el grafo parcial de N, definido por: (xj, xj) € O(xy) si y sólo si 


O; : Qe; xj) == N; 
O,: e(xxj) + e(x¡y) = e(xxj) + e(xjy) =e(xy) 
O:  e(xx¡) +v(cxj) =e(xx;) . 


TEOREMA 2.1 Todas las pistas 0 (xy) de N figuran en'O (xy) y todo camino 
máximo de O (xy) es una pista O (xy) de N. | 


Prueba. Un teorema de Bratton (1955) (cf. Berge, 1958, Cap. 13, Teorema 4) es- 
tablece que todo segmento conexo de una pista es una pista; por consiguiente, si xj 
es parte de una pista 0 (xy), el segmento (x, x¡) de esta pista es una pista 0 (xx;) 
de longitud e(xx;); de modo similar, el segmento (x;, y) es de longitud e(x;y); 
de aquí que 

e(xxj) + e(xiy)=e(xy) . 

Recíprocamente, si el camino Y(xy), resultante de la sucesión de una pista 
- O(xx¡) y de una pista O(x;¡y), tiene longitud e(xy), este camino es una pista de 
O(xy) que pasa por x;. Por tanto, un punto x; es parte de una pista O(xy) si y só- 
lo si se satisface'la condición O) (x e y satisfacen siempre esta condición). 

Por otra parte, si ún camino Y(x...x¡xj...y) es una pista O(xy), en virtud del 
teorema de Bratton, siendo consecutivos x; y xj en este camino, los segmentos 
(Qe, xi), (tj, xj) y (xj, y) son pistas y 

e(xx¡) + e(xixj) + ey) =e(xy) , 
con e(xix¡) =v(x¡x¡). Recíprocamente. si x; y x¡ son cada uno parte de una pista 
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O(xy), si se satisface O, y si 

e(xxj) + v(x¡x¡) =e(xxj) , 
el camino Y(x...x¡x;...y), formado por una pista O(xx;), el arco (x;; xj) y una pis- 
ta O(x¡y) tiene por longitud 


e(xx¡) + v(x¡x;) + ey) =e(xxj) + ely.) =e(xy) , 


por O) y este camino es una pista 0(xy). 
La condición O puede ser incluida en O) estableciendo: 
v(xjxj) 09:72 0,17) EN. 
Determinación de desviaciones en un grafo valorado. Anteriormente (Cap, 1, 
Sec. 6.2) fue presentado un método de marcaje para encontrar las desviaciones en 
un grafo no valorado. Ahora se presenta un metodo generalizado. 


Para encontrar las desviaciones desde un punto x € X atodos los demás pun- 
tos de X, utilizamos un doble marcaje, (k;q ): 


1. Marcar x. (k=0;q(x)=0); 

2. Si X es marcado (k;q(y)), examinar sucesivamente todos los z € I”y: 
(0%) si todavía no ha sido marcado z, marcarlo ((k+1); q(2)=q(+) +v(vz)¿ 
(6) si z está ya marcado 1kq*(z)) (necesariamente k”<k), deben conside- 
rarse dos casos: 

(61) si q (2) <q(») +1v(z), no cambiar el marcaje de z; 
(B2) si q (2)>g(y) + (yz), cambiar el marcaje de z por 
(+1); q(2)=q01) + 102), 5 

3. Cesar en cuanto ningún punto pueda ser marcado en la etapa (k+1); se ob- 
tiene entonces e(xy) =q(y) para los puntos marcados y e(xy)="0 para los 
demás puntos. 


En la práctica se efectúa el marcaje en una tabla que se añade a la matriz asociada 


al grafo; averigúemos, por ejemplo, la desviación de f en el grafo N de la figura 
2: 


vll= 
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Construcción práctica de EXxy). Se busca el conjunto ([e(x.)) de las desviacio- 
nes de x desde los puntos de X y el conjunto (e(.y) de desviaciones de los pun- 
tos de X desde y; se suma término a término hasta obtener e(xx;) + e(x;y) y se 
retienen los puntos que satisfacen O).Entonces se ordenan estos puntos x; como 
una función de la desviación e(xx¡) y se identifican, para cada punto, comenzando 
por x, los arcos que van desde este punto a los siguientes puntos que satisfacen 
o. 


Ejemplo. Consideremos el grafo N de la figura 2.5, cuya matriz es la siguiente: 
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Hemos de encontrar O (ah): 


e(a.)= 0 4 6 2 9 10 9 15 7 
e(.h)= 15 11 10 13 6 6 Él 0 8 


P ———=> € _—__——_— ) 


FIGURA 2.6 


Los puntos a, b,d,h e i satisfacen O». 


Xi; a d b [ e h 
e(ax;) 0 2 4 7 9 15 
| 
2 5 
| | | | 
| | | | 
v(x;¡x;) | | | ESTO 
| | | | 
| | | 


En consecuencia tenemos las dos pistas O(ah) (cf. fig. 2.6): 
adieh y abieh. 
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(6) Caso en que lEnl >1 y |Ry|=1. Si diversos puntos poseen inicialmente la 
información az, es suficiente que ésta sea emitida en la dirección del punto Ry 
por uno solo de los puntos. 


El coste mínimo de la operación se mide, para cada punto x; € E, por medio 
de la desviación de xj desde el único punto y de Rp; se elegirán los x; tales que: 


exy)= min, ely). 


Una vez realizada esta elección, se llega al problema precedente. 

Sin embargo, debido a los casos en que |Rz¿| >1, es útil presentar el problema 
de modo diferente. A partir del grafo N=(X; IP), construimos un grafo Nq = 
=(Xo; Ip), tal que 


1. Xp =XU 1x0), xo ÉX; 
2. Si xi xj EX, (xi, xj) EL > (xj, xj) € DP; 
3. si x¡ € Ep, (0, xi) € o y vQrox;¡)=0. 


Esta construcción resultará más concreta si imaginamos un individuo xg fuera 
del grupo, que posee sólo la información a, y puede transmitirla solamente a los 
miembros del grupo que constituyen Ey; esta transmisión puede ser hecha sin coste 
alguno. 

Encontrar, en Ng, las pistas de xy a y, [y J=Rh, es evidentemente la solu- 
ción al problema. Denotaremos el conjunto de tales pistas O(xpy) por Op (Ey, y) . 

Existe otra ventaja en este método: si la relación 


ex) =min,  1e(y)) 


denota más de un punto de Ex, Op(Ex; y) ofrece el conjunto completo de solu- 
ciones con sólo una aplicación del algoritmo. 

Ejemplo. Definimos Eh = 1 e, f) y Rn= fa) enel grafo N de la figura 2.5. 
Tenemos que e(ea) = e(fa). Para obtener el conjunto completo de soluciones debe- 
mos buscar Cea) y QXfa). Situémonos en Ny y apliquemos el algoritmo. Es evi- 
dente que para todo x¡ € X, 


e(xpx¡)=min_  fe(xx;)). 
x eE 


En consecuencia, la tabla es: 


efe.) 13 2 4 10 0 1. 6 6 5-2 
elf.) 13 8 5 10 6 0 5 6 11. 1 
e(xo-) 0. 13 2 4 10 0 0 5 6 5:01 

9. 3. 13 13 14 7 13 12 


e(.a) 13 0 11 


> 
UI 
fo 
UI) 
> 
UI) 
> 
U) 
> 
99) 
ja 
jua 
uy 
ja 
ño) 
ja 
UI) 
jo 
00 
fa 
UY 
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e(xoxj) 0 1 4 6 10 13 
Xi Xo € FP  j b ce h d a 
| | | | | | | 
Lo 1 | 1.2 12161 | 
| | | | | | | | 
ik fet bj la] 
RE AA 
| EN 
Logo] 5 
[MEE A AA 


Las soluciones son las tres pistas (cf. fig. 2.7) 


ebeda, ehda, fjihda. 


dE bh —_—_—_———» ( 


Ga a O, 


Y 


de ——— / 


FIGURA 2.7 


Para obtener las tres soluciones, sin utilizar Ny, sería necesario aplicar el algo- 
ritmo dos veces. 

(y) Caso en que |Ryl|> 1. Por la introducción del grafo Ny, podemos siempre 
considerar que |E|=1, lo cual daremos por supuesto de ahora en adelante. 

Pasar de |IR,|=1 a IR¿|>1 noes análogo en absoluto a pasar de |Ey|=1 a 
lE,| > 1: no era necesario que fuera emitida la información desde todos los puntos 
de Ey, pero sí es necesario que todos los puntos de Ry reciban ap. 

Debe, pues, hallarse una arborescencia (cf. Cap. 1, Secs. 5.6 y 9) con raíz x, si 
En = [ x), que contenga todos los puntos de Ry,, incluyendo, :si es necesario, 
otros puntos de X. La suma de valoraciones de los arcos que forman la arbores- 
cencia se denomina longitud total de la arborescencia. Debemos, pues, encontrar, 
entre todas las arborescencias con raíz x y que contienen Ry, las arborescencias 
de longitud total mínima. Es absolutamente insuficiente considerar sólo las pistas 
que conducen desde [x)=£ a cada punto de Ry. Sea, en el grafo N de la figu- 
ra 2.5, En = fijy Rn= 1h, g). Utilizando el método descrito previamente, se 
encuentra que O (ih) y O (ig) están cada una reducida a una única pista ¡eh y 
icg. La arborescencia de la figura 2.8, con raíz i y que contiene h y g, resulta de 
la unión de estas dos pistas; la longitud total de esta arborescencia es 15. En cambio; 
la figura 2.9 muestra otra arborescencia con raíz í, conteniendo g y h, cuya lon- 
gitud total es 13; esta segunda arborescencia es, por tanto, mejor que la primera 
(efectivamente, se verá más tarde que constituye la solución al problema). 
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PE, A 
2 
AN 
4 
Eo ——__—————=> 
3 0) 
FIGURA 2.8 
h 
ES 
AROS AE e o E f a 
Su 
Y 


FIGURA 2.9 


Queda por decir que actualmente no existe un método general satisfactorio. 
Examinaremos primero el caso de Kruskal, muy peculiar matemáticamente, pero 
bastante importante para nosotros; después examinaremos el caso en que |Ry|=2; 
finalmente, bosquejaremos una generalización del método para la solución del caso 
IRp| > 2. 

(6) Caso de Kruskal. Kruskal (1956) ofrece una solución a nuestro problema en 
un caso muy especial: 

Ki : el grafo N es simétrico: 

(xp xj) € T e (xj xi) E T; 

K, : para todo ¡ y todo j, v(x;x;)=v(x;x;). Bajo estas dos condiciones N pue- 
de ser considerado como un grafo no orientado valorado y referirse a aristas. 

K3 : dos aristas tienen siempre diferentes valoraciones; 

Ka : Rp =X. 

La mayoría de las redes de comunicación son simétricas (K1) y con mucha fre- 
cuencia dos canales recíprocos tienen la misma valoración (K>). Por otra parte, va- 
rias informaciones deben ser transmitidas en el grupo entero (K4). El caso de Krus- 
kal tiene, por consiguiente, interés. Sólo K3 puede presentar dificultades, especial- 
mente si N no está valorado (es decir, si todas las aristas tienen la misma valora- 
ción). 
Kruskal proporciona varios algoritmos encaminados al descubrimiento de un ár- 
bol (no orientado) de longitud total mínima y que contenga todos los puntos de AX; 
muestra también que este árbol es único. Uno de los algoritmos es el siguiente. 


716 Teoría de grafos y estructuras de grupo 


Repetir las siguientes operaciones tantas veces como sea posible: elegir, entre las 
aristas todavía no elegidas, aquella con valoración mínima, que no forma un círcu- 
lo con las aristas ya elegidas. Una vez obtenido el árbol, basta orientar las aristas que 
parten de x, [x)=Ehn, para conseguir una arborescencia de longitud total míni- 
ma, de raíz x, conteniendo todos los puntos de X. | 

Si N no está valorado, evidentemente no se satisface K3, pero el problema es 
"muy simple. Se sabe (Berge, 1958, Cap. 16, teorema 4) que las siguientes propieda- 
des son equivalentes para la caracterización como árbol de un grafo G-: 

A1:G es conexo y cuando se le suprime cualquier arista deja de serlo; 

A»): G es conexo y contiene sólo (n—1) aristas. 


A1 puede expresarse así: A”'—G es conexo y mínimo (cf. Sec. 4.2). En 
virtud de A» la longitud total de cualquier árbol de n puntos es (n—1) y, por 
tanto, cualquier árbol es solución del problema. 

Para encontrar todas las soluciones se puede, o bien buscar todos los grafos 
f—mínimos conexos incluidos en N, o bien ordenar las aristas de Nde todas las 
maneras posibles, asignando a las aristas, para cada orden, un valor basado en su 
rango y aplicar finalmente el algoritmo de Kruskal. 

(€) Caso en que |R,l|=2. Denotemos por 0O(x; Rp) toda arborescencia de lon- 
gitud total mínima, raíz x y que contenga todos los puntos de Ry. Si Ry = 
= [(y1,y2), entonces toda arborescencia mínima 0(x; y1/2) será representada 
por uno de los diagramas de la figura 2.10 (en la que las flechas representan cami- 
nos y no arcos). Los tres últimos diagramas se reducen al primero, estableciendo, 
respectivamente, 

Z == X A | A de 

El punto z será llamado ramificación de la arborescencia; evidentemente es 

único. 


Y, dl 
Xx , Xx 


X Aé E 


FIGURA 2.10 


TEOREMA 2.2. En una arborescencia mínima ÚO(x; y1y2) con una ramificación 
z, los caminos YVxz), Y(XY) y Y(y2) Son pistas. 
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Es evidente; de lo contrario la arborescencia no tendría longitud total mínima. 


TEOREMA, 2.3. Si z es laramificación de una arborescencia mínima 0(x; y, y»), 
dos pistas cualesquiera O(zy,) y O(zy>) tienen un y sólo un punto en común: el 
punto z. 

Prueba. Es evidente que z es común a 0(zy1) y 0(zy2). Supongamos que tam- 
bién lo sea z'; la arborescencia considerada O(x;y1Y»>) tiene la longitud (de acuer- 
do con el teorema precedente): 


e(x; y1y2) =e(xz) + elzy 1) +e(zy 2); 


pero e(zy1)=e(22) +elzy1) 
y elzy2)=elz2Z), + ely 2); 
por tanto e(x; y 1y2) =e(xz) + 2e(22) + elzy 1) + el y 2). 


Supongamos ahora que tenemos una arborescencia constituida por las pistas 

O(xz), Oz), O("y1) y 0(y2); su longitud es 

elxz) +e(zz)+e(z y1) +elz ya), 
la cual es menor que la longitud de e(x;y1y2), salvo que e(zz)=0, es decir, salvo 
que z=Z; 

Para sistematizar la notación introducida anteriormente, denotaremos la longi- 
tud total de una arborescencia mínima por e(x; Ry). En cierto modo es la desvia- 
ción de x a partir de Ry. 

TEOREMA 2.4. Dado Ú(x; y1y2) con una ramificación z, x¡ pertenece a una 
pista O(xz) si y sólo si 

e(xxj) Fe(x; y 192) =e(x; y 1/2) - 
Puede probarse de modo análogo al caso de la proposición O), (cf. Teorema 2.1). 


TEOREMA 2.5. e(xj y1y2)S e(xjy 1) + e(x5y5). (Evidente) 

Por medio de los teoremas 2.2 y 2.5 se justifica fácilmente el siguiente algorit- 
mo. Lo descomponemos en dos partes: hallamos e(x; y 1y>); hallamos las arbores- 
cencias mínimas O(x; y 1/2). Procedemos por estimaciones sucesivas de e(x;; y1y2) 
para todo x; € X; la primera estimación la da, evidentemente, el teorema 2.5. 


Algoritmo para hallar e(x; y 1/2). 
1. Calcular, para todo xj; € X, 
exi 1) +e(x 2), 
que es la primera estimación de e(x;; y 1y2). 
2. Elegir un punto de R;,, por ejemplo y; se tiene 
eb 1 y1y2)=e011y2) 
3. Calcular, para todo xy € P' xj, 
v(xjxj) + eli y 1y2) . 
Comparar este valor con el estimado de elx1;y1Y>) anteriormente; tomar 
el valor menor como nueva estimación de elx;, Y 1J>). 
4. Detener el proceso en cuanto no se obtiene ningún nuevo valor. La última es- 
timación de e(x;, y1y2) es una estimación exacta. 
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Ejemplo. Hallar e(i; gh) en el grafo N de la figura 2.5. El algoritmo se resume 
en la siguiente tabla, en la cual no se indican, a excepción de la primera, las repro- 
ducciones de estimaciones precedentes; no es necesario considerar los siguientes 
de puntos correspondientes, puesto que ya han sido utilizados. 


— |% 


2. 
¡0 
jun. 
HL. 


a 7 


e(x; g) Estimaciones 

+ sucesivas 
Xi e(xig) | e(x¡h) e(x¡h) e(x;; gh) e(x; gh) 
ICO AOS AO O O EC A 
DECO 
PO O O 


Aa |. 
UU |O 
DD |] 
DN | 0 
pad 
O 


. 
RA A 
8 000 A 
AA 

ION US A CA SA AS 
IC IE 


> 
9) N 
prado prado 
—] pt N 
—] 


[a] 


Algoritmo para hallar O(x; y1y). 


l. 


Calcular, para todo xj € X, 

e(xxi) + e(xi; y 1/2). 
Los x;¡ para los cuales este valor es igual a e(x; y 1/2) pertenecen a una pista 
que va de x ala ramificación de una arborescencia mínima 0O(x; y 1y2). En- 
tre los puntos así obtenidos, consideraremos puntos z de ramificación, ta- 
les que 


elz; y1Y2) = e(zy1) + elzy2) 


. Hallar las pistas (cf. Sec. 4.3) 


O(xz), Ozy1) y 072). 


Ejemplo. Hallar las arborescencias mínimas: 0(i; gh). 
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Los puntos e, f, i y j pertenecen a una pista que va desde ¡ hasta una ramifi- 
cación. Sólo j es una ramificación. 


exp 0.2. 3 4 


Xi i e f 4 


En el grafo de la figura 2.5 puede verse inmediatamente que el conjunto de pis- 
tas O(1g) y 0(¡h) se reducen a los arcos (j, g) y (, h). Hemos mostrado en la figu- 
ra 2.9 la arborescencia mínima 0(i; gh), única en este caso. 

(4) Caso en que |Ry|>2. Si el método anterior fuera directamente generalizado, 
dando a la primera estimación de e(x;¡; Ry) el valor 


Mm e(xy), 
ello supondría una única ramificación z, como en la figura 2.11. Sin embargo, la 
figura 2.12 puede ser una: buena representación de la arborescencia mínima 
O(x; Ry). 

En el caso de la figura 2.12, debe primero hallarse e(x; y1Y2) y, después, 
e(x; Y1Y 23), tomando como primera estimación e(x; y1y2) +e(xy3). En cambio, 
en el caso representado en la figura 2.13, debe hallarse primero e(x; y7y3). En el 
caso de la figura 2.14 debe comenzarse por elx; y 133)... 

Puesto que el caso concreto no se conoce de antemano y dado que podemos en- 
sontrar diversos casos simultáneamente, deben tratarse todos los casos sucesiva- 
mente. 

1. Hallar e(x;y¡Y;) para todo par de puntos y¡y; de Rp. 

2. Añadir cada par, sucesivamente, cada punto yx(k*i j)de Rp y aplicar el 

algoritmo con, como primera estimación, 


exis Y iy) + e(xi yx). 
Para cada terna y; Y; Yx'e obtienen tres estimaciones de exi > Y¡Yj yx) una de 
Y¡y¡ otra de Y¡Yx y, la tercera, de Jj; Y k); el menor de estos tres valores es 
exactamente 
exi Yi YjYk). 


Y, 


Z' 
'd 
a 


X 


3 
FIGURA 2.11 FIGURA 2.12 
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a 


FIGURA 2.13 FIGURA 2.14 


3. Pasar de ternas a cuaternas como se pasa de pares a ternas hasta agotar Rp. 


Es obvio que el método resuelve el problema y resulta todavía más claro que es 
deseabie un método más práctico. 

Obsérvese, sin embargo, que en caso de tener que resolver varios problemas aná- 
logos (transmisión de varias informaciones: az, aj, ...), puede no ser necesario efec- 


tuar el trabajo cada vez: si Ra = 1 y1,y2, 3) y Ri¡= 1 2, Y3, Ya ),hallar 
elxi Y2y3) sirve para ambos problemas. 


- (n) Elección de un punto de reagrupamiento óptimo. Hasta ahora hemos conside- 
rado tareas que satisfacían la condición T» (cf. Sec. 3.4): el punto de reagrupamien- 
to que da lugar a una información secundaria fue establecido a priori. Ahora puede 
ser abordado el caso en que no se satisface esta condición. Nos encontramos ante la 
situación siguiente: 

1. Un subconjunto Az de informaciones es dado; cada una de estas informa- 
ciones es inicialmente poseída por un solo miembro del grupo (ahora sabe- 
mos que siempre podemos retrotraernos a este caso). 


2. Los componentes de Az deben ser reagrupados en un cierto punto para ob- 
tener una información ap. 


3. Esta información secundaria az debe llegar a todos los puntos del conjunto 
Rp. 

4. El punto de reagrupamiento debe elegirse de tal forma que sea mínimo el cos- 
te de tadas las comunicaciones necesarias. 


Sea Ap = (41, a7), siendo xi el único posesor inicial de: 41 y x2 el de 
a; sea además Rp = ([y1,y2 ). Tomemos z como lugar de reagrupamiento. La 
Operación puede ser representada por un multigrafo (un tipo de arco conforme a 
las informaciones en juego: aquí, tres), como el de la figura 2.15. 

Evidentemente, la información secundaria az será trasmitida de z a Rp, a tra- 
vés de una de las arborescencias mínimas 0O(z; Ry). La información que constituye 
Ap seguirá a z por medio de las pistas 6(x12) y O(x.,2z). 

Podemos dar un algoritmo para hallar un único punto de reagrupamiento ópti- 
mo. Esto es posible porque el algoritmo para encontrar una arborescencia de longi- 
tud total mínima procede inicialmente sin especificar la raíz de la arborescencia: 
hallamos e(x; Rp) para todo x € X,. 
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Sea Xp el conjunto de puntos en el que está localizada una información Ap. Si 
Ap ha sido reagrupada en el punto z, el coste de las operaciones es 


Co ee y e(xz) + e(z; Ry) . 


FIGURA 2.15 


" Todos los términos de esta expresión son conocidos por los algoritmos preceden- 
tes; basta elegir, por consiguiente, un punto zg tal que 


Czo eu [Cz y. 


Es entonces suficiente estudiar las pistas O(xzp) para todo x € Xp y las arbo- 
rescencias mínimas O(zp, Ry). 

Ejemplo. Hallar el punto de reagrupamiento óptimo del grafo de la figura 2.5, pa- 
ra Xp = la,cy Rp= 1g,h). | 

Los valores que figuran a continuación han sido ya calculados: 


z a b Cc d e 18 g h i j 
e(az) 0 4 6 2 9 10 9 15 7 11 
e(ez) 13 Z 4 10 0 1 6 6 5 2 
elz; gh) 16 12 10 18 11 10 7 6 13 9 

Cz 29 18 20 30 20 21 22 27 25 22 


En consecuencia, b es el punto de reagrupación Óptima. 

Hallar las pistas y la arborescencia conduce a la solución (única en este caso) re- 
presentada en la figura 2.16. Obsérvese que e pertenece simultáneamente a Xp y 
a 0O(b; gh); se podría pensar que el reagrupamiento en e fuera el más económico, 
pero no es así. 


Debemos insistir que este método pue- 


1: A : : HAS OAAAAKXAKX< 
de utilizarse sólo si el reagrupamiento Ay sá 1 C 
se produce en un único punto (restricción | 
que se da en muchos grupos pero que no 
es general). | 
] 
La figura 2.17 muestra un caso en que , , E 


la solución de reagrupamiento en un único 
punto es imposible si estipulamos que FIGURA 2.16 
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Xn= 1x1, x2)y que Rp= [y1.y2): evidentemente, z y z* tendrán cada uno 
que reagrupar Ap y dirigir ay a y] e y2 respectivamente. 

En el grafo de la figura 2.18, el mismo problema tiene dos soluciones: la pre- 
cedente, con un coste igual a 9; y un reagrupamiento único en z, siendo transmitida 
ap de y1 a y»; el coste de esta solución es 10: no es óptima. 


Se 
e 
X2 


7" d 
ln 


FIGURA 2.17 


Consecuentemente, el método propuesto no resuelve enteramente la generalidad 
de los casos de nuestro problema. 


A, 4.4. Otros aspectos del problema. 
2 
7 Xx (0) Duplicación de mensajes. Hasta 
e A AA ahora hemos considerado implícitamente 
que el coste de reproducción de un men- 
saje no era tenido en cuenta en la valora- 
6 ción de la red N, lo cual no siempre es 
posible. En ciertos casos las informacio- 
nes tienen el carácter material de docu- 
mentos, los cuales son simplemente tras- 
mitidos si existe un solo receptor, pero que han de ser reproducidos en las ramifica- 
ciones de las arborescencias. Si el coste de reproducción no es despreciable, esto 
puede modificar la solución, midiendo entonces el coste de utilización de una arbo- 
rescencia por la suma de valoraciones de los arcos componentes, más un coste de re- 
producción en las ramificaciones. Los algoritmos precedentes pueden ser ligeramen- 
te modificados para la inclusión del coste adicional: sea p el coste de duplicación 
de un documento y supongamos |Ry|=2. La primera estimación. de e(x, Ry) esta- 
ba basada en el supuesto de que x es una ramificación; por consiguiente, en lugar 
de calcular e(xy 1) +e(xy2) calcularemos e(xy1) +e(xy2) +p, salvo que x E Rp. 
El resto del algoritmo no varía. 

En algunos casos, sin embargo, el coste de duplicación no es proporcional al nú- 
mero de documentos reproducidos (por ejemplo, en multicopista). En tal caso sur- 

gen las dos soluciones extremas siguientes. 


1. Se hace una reproducción del documento para cada uno de los elementos de 
Ry y cada copia es enviada por una pista. No resulta más útil buscar una arbores- 


FIGURA 2.18 
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cencia, puesto que el tronco común será recorrido por |Rz]| copias del documento 
y el coste de utilización se incrementará consecuentemente. 


2. No se reproduce el documento y el único ejemplar irá sucesivamente de un 
punto a otro de Ry, en un cierto orden, por ejemplo (xy1y2) o (xy2y1). El cos- 
te de la operación se mide obteniendo la suma de las desviaciones entre dos puntos 
consecutivos en el orden elegido. Si el coste se calcula así para cada orden, puede 
elegirse la solución más económica. Pero el número de órdenes posibles, |Ry|!, es 
enseguida enorme y, entonces, sería útil un algoritmo que proporcionara directa- 
mente la solución. Nótese que este problema está muy directamente relacionado. 
con el de caminos hamiltonianos de un grafo (Berge, 1958, Cap. 11; Camion, 1960; 
Flament, 1959a; Harary y Ross, 1954; Kruskal, 1956; Roy, 1961). 


(8) Retransmisores Los posibles emisores y receptores necesarios de una informa- 
ción son definidos al mismo tiempo que la tarea;los retransmisores se definena tra- 
vés de la búsqueda de la organización óptima.Los individuos que deben retransmitir 
una información pueden no ser conscientes de su exacta necesidad, pueden estar po- 
bremente informados de su papel de “retransmisores” o pueden estar poco involucra- 
dos en la operación. Razones psicológicas de este tipo nos llevan a considerar un 
coste de retransmisión de información adicional al coste estudiado anteriormente. 

Podemos volver a las técnicas de análisis establecidas en la sección precedente, 
considerando, no el grafo valorado N, sino una serie de grafos valorados Nz,, uno 
por cada información az. Un grafo Nz esla reproducción del grafo N y de sus va- 
loraciones, con el coste de retransmisión añadido del modo siguiente. Este coste pue- 
de dividirse en dos partes: el coste de la retransmisión - - recepción. y el coste de la re- 
transmisión- -emisión, correspondientes a los dos aspectos del papel de “retransmi- 

"La valoración inicial de todo arco (x, y) será incrementada con el coste de re- 
da emisión, excepto si x E Ey; y conel coste de la retransmisión -recep- 
ción, excepto si y E Rp. 

Observemos que si la red tiene una valoración asian: el problema no se plan- 
tea: el camino más corto siempre es el que cuenta con menos retransmisores. 

(y) Saturación. Algunos autores estiman que, siempre que un gran número de 
mensajes pasen por el mismo punto, puede producirse, sobre todo por razones psi- 
cológicas, una saturación de tal punto y una deterioración de la función del grupo 
(Gilchrist, Shaw y Walker, 1954; Shelly y Gilchrist, 1958). 

Cuando existen varios caminos igualmente satisfactorios para cada información, 
podemos buscar aquellos que hacen intervenir a cada punto en la transmisión de só- 
lo una información. Sin embargo, pueden darse casos en los que es interesante uti- 
lizar caminos que no son pistas con el fin de evitar la saturación. 

Para precisar más la noción de saturación, será introducido un coste adicional, 
que varía en cada punto en función del número de mensajes que pasan por él. La va- 
loración de la red N varía entonces con su utilización. No parece posible adaptar 
aquí los algoritmos estudiados, por la razón acabada de mencionar y porque estos 
algoritmos están relacionados con la transmisión de una sola información a la vez, 
mientras que la saturación depende de la transmisión de varias informaciones. 


(0) Aspectos temporales, Hasta ahora hemos pasado por alto los aspectos tempo- 
rales del problema, los cuales intervienen a dos niveles. 
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En primer lugar, ciertos modos de comunicación requieren un tiempo considera- 
ble para emitir o recibir mensajes, en relación con el tiempo requerido para la trans- 
misión (en especial, comunicación verbal) y, además, el mismo sujeto no puede emi- 
tir y recibir varios mensajes al mismo tiempo (por ejemplo, en general no es posible 
comunicarse telefónicamente con varias personas a la vez). En tal caso, puede ser 
esencial, para determinar la organización temporal, la elección del orden de emisio- 
nes y de los canales de comunicación. Por ejemplo,si x debe transmitir una informa- 
ción a y1 directamente y,a través de z, a 
y2 (figura 2.19), se dirigirá primero a z, de 
a forma que éste pueda dirigirse a y2 mien- 

tras x se dirige a y¡. En general, los cami- 

Me nos de transmisión serán elegidos de forma 

que se eviten en todo momento. los efectos 

de saturación. 

FIGURA 2.19 Por otra parte, el tiempo puede afectar la 

definición misma de la tarea, la cual puede 

incluir subtareas ordenadas temporalmente (cf. Roby, 1962); esto puede implicar 
restricciones importantes en la búsqueda de la organización óptima. 

Roy (1961) ha estudiado problemas estrechamente relacionados por medio de la 
teoría de grafos; sus resultados deben ser adaptados a los aspectos especiales de 
nuestro problema. 

(€) Riesgos de error en la transmisión. No basta que una información llegue a su 
receptor; debe llegar hasta él sin que haya sido alterada por un error de transmisión. 

Una información puede resultar alterada mientras pasa por un canal de la red co- 
mo producto del “ruido” o, quizás con mayor frecuencia, en el punto de retransmi- 
sión a causa de los fallos humanos del retransmisor. Tropezamos de nuevo con restric- 
ciones ya descubiertas. | 

Sin embargo, el único modo de contar con garantía efectiva de que no se pre- 
ducirá ningún error de comunicación es la introducción de redundancia (cf. Miller, 
1951, Cap. 12): repetir la misma información a través del mismo o diferentes cami- 
nos (para eliminar riesgos de error sistemático). Esto implica que las exigencias de 
exactitud son generalmente contrarias a las exigencias de economía. 

El estudio matemático de estos problemas, que está por hacer, debe tener en 
cuenta la teoría de la información de Shannon (1948) y trabajos como los de Ma- 
son (1953, 1956) sobre los fenómenos de feedback en las redes, que hacen posible 
el control de la información. 

Señalemos todavía otro aspecto del problema, que lo aproxima a las cuestiones 
de saturación: la llegada simultánea de varios mensajes al mismo punto aumenta 


considerablemante el riesgo de error en la recepción  (Egan, Clarke y Carterette, 
1956). 


X 


l- —————— 
Zo 


4.5. Inclusiones y distancias entre redes; modelo de organización óptima. 


Tomemos un grupo de n miembros que ha de llevar a cabo una tarea T' en una 
red ÑN. 


Redes de comunicación 85 


Generalmente NV está valorada; cuando se omite esta valoración, se obtiene un 
grafo que denotaremos por N . 

Ya ha sido definido el modelo de tarea T (Sec. 3.4) juntamente con los diversos 
tipos de grafos que lo representan: My (7), grafo de comunicaciones (directas o in- 
directas) necesarias en relación con la información 4; M(T), multigrafo que reú- 
ne todos los grafos Mp (7); y M*(T), grafo obtenido a partir de los precedentes 
sin distinguir la diversidad de informaciones. M* (T) será denotado por M”. 

Paralelamente, la organización óptima resultante de las relaciones entre N y 
M (T) puede representarse por los grafos Oz en relación con la información ay 
(son los grafos estudiados en la sección 4.3); O, multigrafo que reúne todos los Oz; 
O*, obtenido a partir € de O ¿sin tener en cuenta la diversidad de informaciones. 

Los tres grafos N* M* y O* pertenecen al conjunto de grafos de n puntos 
(cf. Cap. 1, Sec. 8); pueden definirse las relaciones existentes entre ellos en la laticia 
£ (n). En especial se pueden estudiar las distancias entre estos grafos. Apelamos al 
teorema 1.4 (Cap. 1, Sec. 8.5): 


Si G y G'€E £(nm, 
d[G, G']=d[G,(GUG)]+d4[(GUG),G”] 
=d [G, (GNG)] +d [(G NG), G”l. 


5 * * . . . . » 
Consideremos d [N* (N* UM”); efectivamente esta distancia mide el número 
x* , ae . . . y 
de arcos de M” que no están en N”: constituyen las comunicaciones necesarias 
que no pueden llevarse a cabo directamente. 


si d[N* (*um*)]=0, entonces 
N*=N*UM* y entonces M* CN”. 


TEOREMA 2.6. Si_N es un grafo de valoración constante y si M* CN*, enton- 
ces Or =M* 


Prueba. En virtud de lo que hemos visto (Sec. 4.3), los grafos Oz son pistas o ar- 
borescencias mínimas. 

Bajo las condiciones del teorema, si (x, y) M * pertenece a N* y elarco (x, y) 
es la única pista (xy). 

Por otra parte, Berge (1958, Cap. 16, teorema 7) muestra que toda arborescen- 
cia es un árbol y, consecuentemente, que toda arborescencia de k puntos tiene 
(«—1) arcos (cf. Sec. 4.3 (9), propiedad A>2). Pero si Ex = (x)y Ra= 01y2), 
My pertenece a las arborescencias constituidas por los arcos (x, y¡) y¡ E Rp; :si 
M* C N*. esta arborescencia existe en N* y toda arborescencia mínima O(x; Rh) 
tendrá la misma longitud; por consiguiente esta arborescencia será mínima. 

Si M* C N* el resultado O* =M* generalmente es verdadero sólo si N tiene 
una valoración constante, aunque también es verdadero en muchos otros casos. 

Consideremos ahora la distancia d(O* N*) cualquiera que sea O*, igual o no a 
M*. Mide el número de arcos de N* que no pertenecen a O*, es decir, el número 
de canales en la red que no son útiles para la ejecución de la tarea. 

Estas nociones y medidas serán útiles para el análisis del comportamiento de los 
grupos que vamos a estudiar. 
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5, APLICACIONES 


5.1 . Introducción. 


En las aplicaciones que van a ser presentadas aparecerá una disparidad entre la 
elaboración matemática y los problemas concretos: habrá demasiadas, o insuficien- 
tes, matemáticas. 

En el estudio experimental de grupos de trabajo, utilizaremos las nociones de red, 
modelo y organización óptima; los casos serán tan simples que podremos eliminar 
la necesidad de elaboración matemática. 

Por el contrario, en el estudio de grupos de discusión o de grupos reales grandes 
(por ejemplo, la organización de una empresa), las matemáticas que hemos desarro- 
llado son claramente insuficientes debido a la complejidad de los problemas en ta- 
les casos. 

Opinamos. que, a pesar de todo, la formulación matemática proporciona una ar- 
ticulación entre los diferentes estudios; que el estudio experimental de grupos de 
trabajo como una función de redes de comunicación nació y se desarrolló bajo el 
impulso de la investigación matemática; que en el estudio de casos más complejos, 
nuestras elaboraciones se integrarán en un gran modelo matemático o constituirán. 
una buena aproximación a ciertos aspectos esenciales del problema. En resumen, 
opinamos que nuestro trabajo no es completamente inútil (quizás su principal uti- 
lidad es la de incitar a otros investigadores a realizar análisis que los mejoren). 

Cuando se estudia un grupo que tiene que comunicarse en una red dada, se pue- 
den adoptar dos actitudes: (1) Actitud descriptiva e interpretativa: ¡Cuál es el com- 
portamiento espontáneo del grupo?¿Cómo puede ser explicado en relación a un mo- 
delo matemático? Esto afecta a los estudios experimentales. (2) Actitud normati- 
va: ¿Cómo debe comportarse el grupo para satisfacer ciertos criterios de economía? 
Este es el problema que se plantea en un grupo real como el de la administración de 
una empresa, caso que no estudiaremos aquí; los análisis teóricos precedentes dan 


una idea de la importancia y también de la complejidad del uso de la teoría de gra- 
fos en este campo. 


5.2. Estudio experimental de grupos de trabajo. 


Es éste el problema más estudiado en relación con redes de comunicación”. 

(a) Técnica experimental. Se forman grupos de n miembros cada uno, siendo 
n=3,4 o S; los resultados no parecen depender de n dentro de estos límites 
(Walker, sin fecha). 

Cada individuo se coloca en una celdilla desde la que no puede ver ni hablar con 
los demás. El intercambio de mensajes escritos lo hacen posible unas aberturas en 
las paredes de las celdillas (ver figura 2.20). Abriendo o cerrando estas aberturas, 


E Especialmente Bavelas (1950); Christie, Luce y Macy (1952); Flament (1956; 1958a); Gil- 
Christ, Shaw y Walker (1954); Guetskow y Simon (1955); Heise y Miller (1951); Hirota (1953); 
Leavitt (1951); Macy, Christie y Luce (1953); Mulder (1959a; 1959b; 1960a; 1960b); Shaw 
(1954b; 1954c; 1956); Shaw y Rothschild (1956); Shelley y Gilchrist (1958). 
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puede el experimentador obtener la red de comunicación deseada. Casi siempre, es- 
tas redes son simétricas y fuertemente conexas; en unos cuantos estudios la comu- 
nicación se ha establecido por medio de teléfono (Heise y Miller, 1951). 


La tarea propuesta a los sujetos es del siguiente tipo (Leavitt, 1951 y, después de 
él, la mayor parte de autores): se dispone un juego de (n+1) símbolos; todos los 
sujetos reciben una lista de n símbolos, siendo diferente en cada lista el símbolo 
que falta. Por tanto, sólo uno de los símbolos figura en todas las listas; la tarea fina- 
liza cuando todos los miembros del grupo conocen el símbolo común. 


FIGURA 2.20 


Ejemplo para n =5 (Flament, 1956, 1958a): se utilizan las seis vocales del alfa- 
beto: las cinco listas pueden ser 


AEITOU- 
AEIO-Y 
AEI-UY 
AE-0OUY 


A-I0OUY 
A esla solución. 


Cada grupo debe resolver sucesivamente varios problemas del mismo tipo. 
Para cada problema el experimentador registra el número y naturaleza de las co- 
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municaciones emitidas por cada sujeto en dirección a cada uno de los demás y el 
tiempo requerido por el grupo para obtener la solución. Además, cuando se comple- 
ta el experimento, los sujetos rellenan un cuestionario sobre organización del grupo, 
elección de líder y satisfacción del trabajo. 

(6) Elección de un modelo de tarea. En la tarea descrita hemos distinguido n in- 
formaciones primarias, cada una de las cuales era inicialmente poseída por un suje- 
to y una información secundaria, la solución, obtenida por el reagrupamiento de las 
n informaciones primarias y que finalmente es poseída por todos los miembros del 


RR | 


Modelo centralizado Modelo homogéneo 


FIGURA 2.21 


No se ha definido el punto de reagrupamiento, ni se ha especificado si debía ser 
único. Por consiguiente la tarea no admite un modelo único, sino varios, entre los 
cuales el grupo debe elegir: n modelos con un único punto de reagrupamiento; 
n(n—1)/2 modelos con dos puntos de reagrupamiento; ... ; un modelo con n pun- 
tos de reagrupamiento. En total, (2”—1) modelos. 

En este conjunto de modelos se distinguen dos tipos extremos: 


1. Modelos centralizados: un solo punto de reagrupamiento, llamado centraliza- 
dor; hay n modelos distintos de este tipo. 


2. Modelo homogéneo: cada miembro del grupo realiza por su cuenta el reagru- 
pamiento; existe un solo modelo de este tipo. 


Estos dos tipos de modelo están representados|por su grafo M* en la figura 
yA Y 


Los demás modelos son llamados intermediarios. 


Red centralizada Red diagonal Red completa 
FIGURA 2.22 
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Shaw y Rothschild (1956) estudiaron 24 grupos de cuatro miembros cada uno, 
ocho de los cuales trabajaron en cada una de las redes de la figura 2.22. Después de 
varios ensayos fue descubierto el modelo elegido eventualmente por cada grupo, a 
través del análisis de las comunicaciones y de los cuestionarios facilitados después 
del experimento. Los resultados aparecen en la tabla 2.22. 


Mulder (1959b) estudió grupos de cuatro o cinco! miembros en las redes de la fi- 


APR OQ 


Redes centralizadas Redes circulares 
FIGURA 2.23 


gura 2.23. A partir de las comunicaciones intercambiadas, calculó un índice de de- 
cisión centralizada, que se aproximaba a cero cuando el modelo aplicado era homogé- 
neo y a la unidad en el caso de un modelo centralizado. Los resultados figuran en la 
tabla 2.3. 

Para la comprensión de estos resultados, deben compararse los modelos de la fi- 
gura 2.21 con las redes de las figuras 2.22 y 2.23. Intuitivamente se aprecia que, por 
regla general, los grupos tienden a elegir el modelo más aproximado posible a la red 
en la cual trabajan. Esto se manifiesta especialmente en el caso de modelos centra- 
lizados y homogéneos. Volviendo a la sección 4.5, encontramos en estos casos las 
interesantes relaciones: | 

N*=M*= 0* 


TABLA 2.2. ELECCION DE UN MODELO EN FUNCION DE LA RED. 


Modelo Modelo Modelo 
centralizado intermediario homogéneo 


FUENTE: Shaw y Rothschild, 1956. 


Red centralizada 
Red diagonal 
Red completa 


TABLA 2.3. INDICE MEDIO DE DECISION CENTRALIZADA. 


¡Sind PA e 


Red Red 
centralizada circular 
Cuatro sujetos 0.30. 
Cinco sujetos 0.62 


FUENTE: Mulder, 1959b. 


90 Teoría de grafos y estructuras de grupo 


Después de los comentarios de Shaw y Rothschild, se hace patente que lo que 
hemos llamado modelo intermediario, se trata, en el caso de la red diagonal, de un 
modelo con dos reagrupamientos localizados en los puntos terminales de la diago- 
nal. 

Se puede intentar especificar las razones de la elección entre un modelo centrali- 
zado y un modelo homogéneo, examinando la organización óptima, la cual sería de- 
finida en cada red en virtud del modelo elegido. Nos atendremos a la distancia 
d(0*,N*) y el coste relativo a O. Aquí las redes tienen una valoración constante y 
el coste puede medirse por el número de informaciones emitidas y remitidas. La ta- 
bla 2.4 muestra los valores resultantes de este análisis. 


TABLA 2.4. 


Cuatro sujetos Cinco sujetos 
Red cen- Red dia- Red com- 
tralizada gonal pleta 

WENA 


| Modelo cen- Coste 
tralizado d(0*n*) 0 


Modelo ho- Coste 12 12 
mogéneo d(0*N”*) 0 
AAA AA 


Las preferencias constatadas en las tablas 2.2 y 2.3 entre modelos centralizados 
y homogéneos, pueden ser completamente explicadas a partir de los datos de la ta- 
bla 2.4 y de la siguiente regla: 


Los grupos prefieren el modelo en que d(0*, N*) =mínimo; en caso de igualdad 
se prefiere el modelo de mínimo coste. 
En modo alguno quiere decir esto que los grupos llegan a una decisión después 


de un análisis consciente de las características matemáticas de las diversas posibili- 
dades. 


Pero los resultados del análisis global justifican el supuesto de los siguientes com- 
portamientos espontáneos: al principio cada sujeto emite mensajes a través de todos 
los canales posibles; los reagrupamientos se efectúan en los puntos donde es posible 
la aportación espontánea de informaciones; y la primera etapa se repite con la infor- 
mación secundaria; después las cosas se normalizan, las comunicaciones inútiles de- 


saparecen, los principios de economía recobran su importancia, pero dentro de la es- 
tructura de la primera fase. 


Este análisis da buena cuenta de los fenómenos conocidos, aunque éstos son po- 


co numerosos y poco diversificados (muy pocos tipos de redes han sido utilizados) 
para hacer posibles análisis más profundos. 


(y) Organización óptima y organización efectiva. Consideremos un grupo que ha 
de llevar a cabo un modelo de tarea (elegido por él mismo o impuesta por el expe- 
rimentador) en una red dada de comunicación. En tal caso sabemos cómo determi- 
nar la organización óptima y, en particular, el coste mínimo de realización, medido 
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aquí en función del número de comunicaciones. De hecho, el grupo puede adoptar 
una organización eficaz diferente de la óptima. Discutiremos el coste efectivo. 

Es evidente que en todos los casos el coste efectivo no puede ser menor que el 
coste mínimo - por definición. Por consiguiente es esencial valorar la eficacia de un 
grupo por medio de una comparación de los costes efectivo y mínimo. Sin embargo, 
la mayoría de los autores tratan sólo del coste efectivo, en virtud del cual establecen 
diferencias en la eficacia de los grupos. 

En nuestros experimentos (Flament 1956, 1958a) y a través de la discusión de 
los resultados (Flament, 1958c) de Leavitt (1951) ha sido posible mostrar que la ra- 
zón (coste efectino/coste mínimo) se acerca a la unidad al final de los experimentos, 
si éstos no son demasiado largos, para todos los grupos y redes. En todas las redes 
examinadas la eficacia tiende igualmente hacia el máximo. Por tanto, la diferencia 
bruta de ejecución observada entre redes no corresponde en absoluto a ningún fenó- 
meno psicosocial; es simplemente resultado de la imposibilidad estricta de hacerlo 
de otra forma, una vez dados la red y el modelo de tarea. 

El fenómeno psicosocial real aparece a nivel de elección del modelo (cuando el 
modelo no está determinado por la definición de la tarea). Como hemos visto, un 
modelo costoso puede ser elegido si es el único que implica una organización tal que 
0*=N* 

Por otra parte, los grupos llegan a ser igual de eficaces sólo después de un cierto 
tiempo de ejercicio en la red; previamente las cosas se producen diferentemente de 
una red a otra; esto es lo que ahora estudiaremos. 

(6) Isomorfismo modelo - red. Han sido puestos a trabajar grupos de cinco suje- 
tos en redes completas y centralizadas y se les ha impuesto un modelo centralizado 
u homogéneo. (Fig. 2.24) conforme al plan que aparece en la tabla 2.5 (Flament, 
19584). 


TABLA 2.5. 


Red centralizada Red completa 


a[n*w*Umt]=0  a[w*w*Um*)]=0 
d(Of, N*)=0 d(0”, N*)=12 


Modelo 


centralizado 


Modelo 


homogéneo 


d[n*w*U mBb]=12 adlw*w*U m*] =0 
d(0r, N*) =0 d(0*, N*) =0 
——— +] 

Apreciamos inmediatamente que existe un isomorfismo entre la red centralizada 
y el modelo centralizado y entre la red completa y el modelo homogéneo; es decir, 
N*=M*. En consecuencia y en virtud del teorema 2.6, aplicable en el presente caso, 
O*=M*= N*; esto es lo que dan a entender las distancias igual a cero en las corres- 
pondientes casillas de la tabla 2.5. En las otras dos casillas hay un no - isomorfismo 
entre la red y el modelo, aunque de diferente modo: en el caso ““red completa, mo- 
delo centralizado” no falta ningún canal en la red con respecto al modelo (todas las 
comunicaciones son directas), pero hay 12 canales inútiles para la organización óp- 
tima en la red, Por el contrario, en el caso “red centralizada, modelo homogéneo” 
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N* Centralizada N* Completa 


M* Centralizada M*  Homiogénea 


FIGURA 2.24 


faltan 12 canales y las correspondientes comunicaciones deben ser retransmitidas, 
pero la organización óptima utiliza todos los canales de la red. En el primer caso hay 


no - isomorfismo a causa de un exceso de canales; en el segundo, por una falta de ca- 
nales. 

Para que la descripción sea completa debemos también observar lo siguiente: 
(1) En el presente caso de no - isomorfismo por falta de canales, todas las comuni.- 
caciones indirectas deben ser retransmitidas a través del mismo punto: el punto cen- 
tral de la red centralizada, el cual es un punto de articulación para todos los pares de 
puntos del grafo, existiendo, por tanto, riesgo de saturación. (2) En el caso de mo- 
delo centralizado los grupos fueron informados de que el punto de reagrupamiento 
(centralizador) había de ser único aunque ellos tenían que elegir este punto. En una 
red centralizada su punto central se automanifiesta como centralizador y, de hecho, 
todos los grupos coincidieron en esta elección (los valores de la tabla 2.5 fueron cal- 
culados bajo esta hipótesis). En una red homogénea cualquier punto puede ser ele- 
gido y la red permanece totalmente automorfa. 

La figura 2.25 muestra la evolución de la eficacia, medida por la razón coste 
efectivo/coste mínimo, para los problemas sucesivamente resueltos por los grupos. 
Las curvas son experimentales pero fueron ponderadas después del análisis estadís- 
tico. La tabla 2.6 completa los resultados ofreciendo el análisis del contenido de los 
mensajes durante el primer problema. 

Inicialmente la eficacia es más débil en el modelo centralizado que en el modelo 
homogéneo: la razón es la necesidad de intercambiar mensajes relativos a la elección 
de un centralizador, como lo muestra la importancia relativa de las comunicaciones 
de organización (tabla 2.6). Sin embargo, para todo modelo, la situación de isomor- 
fía es la más eficiente. La pérdida relativa de eficiencia en situaciones de no - isomor- 
fía debe analizarse en función del tipo de no- isomorfía. En el caso de no - isomor- 
fía por exceso de canales la ineficacia proviene del uso innecesario de canales inúti- 
les, como lo muestra la importancia relativa de las comunicaciones redundantes (ta- 
bla 2.6) y la comparación de las rutas de comunicación en las dos situaciones del 
modelo centralizado (tabla 2.7). En el caso de no - isomorfía por falta de canales 
las dificultades se deben al mal funcionamiento de los retransmisores, a causa, sin du- 
da, de la saturación, como lo muestra la importancia relativa de las demandas de in- 
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Isomorfismo Modelo 


_/ No-isomorfismo centralizado 


_-Isomorfismo Modelo 
-No-isomorfismo]| homogéneo 


Coste efectivo/coste mínimo 


2 3 4 5 6 
Problemas. 


FIGURA 2.25 


TABLA 2.6. ANALISIS DEL CONTENIDO DE LAS COMUNICACIONES 
DURANTE EL PRIMER PROBLEMA, 


Demandas de 


información 5 


En 
MS AS a 
Comunicaciones de | 
14 Ú 1 | 
formación (tabla 2.6). De hecho, esta dificultad se mantiene durante bastante tiem- 
po y la importancia de las demandas de información en caso de no - isomorfía por 


falta de canales es la única característica de la tabla 2.6 que también aparece en ta- 
blas análogas, correspondientes a problemas sucesivos (no presentados aquí). 


Comunicaciones necesarias 
y suficientes 
Ecoste mínimo) 


Comunicaciones 


redundantes 0 
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TABLA 2.7. RUTAS DE COMUNICACION EN UN MODELO CENTRALIZADO 
(PROMEDIO SOBRE TODOS LOS GRUPOS Y PROBLEMAS) 


o 


Comunicaciones Red centralizada | Red completa 


Centralizador <> periféricos 
Periféricos «> periféricos - 


5.3. Estudio Experimental de Grupos de Discusión. 


Shaw, Rothschild y Strickland (1957) y Flament (1961) han estudiado grupos 
de discusión de tres miembros en las redes centralizadas y completas de la figura 
2.26. 

Se presenta a los sujetos estímulos auditivos o visuales en cantidades variables. 
Los sujetos deben estimar el número de estímulos. En general no dan la misma esti- 
mación; deben conversar entre ellos para llegar a una estimación común. 

Es evidente que el proceso de comunicación resultante de esta situación no pue- 
de ser descrito por medio de un modelo de tarea, en el sentido riguroso que hemos 
dado a esta noción. Sin embargo, es posible describir el proceso de comunicación en 
tales términos que la matematización es todavía insuficiente. 

En la mayoría de los casos, dos de los tres sujetos hacen estimaciones iniciales 
muy próximas entre sí, mientras que el tercero da una estimación inicial muy dife- 
rente. Denotemos los dos primeros sujetos por A y B y el tercero por X; X esel 


divergente. 
Red centralizada Red completa 
FIGURA 2.26 
X A 
0 O 
40 <————=>-0 / 40 =———— 0 40 O /J 
(a) (b) (c) 
FIGURA. 2.27 


De acuerdo con las teorías de Festinger (1950) es posible describir el proceso de 
comunicación espontánea, es decir, de la comunicación que tiene lugar fuera de las 
restricciones materiales de una red en particular. Pueden distinguirse tres fases: 


Kedes de comunicación yo) 


1. Intercambio general de información sobre las estimaciones iniciales de cada 
uno; esta fase está esquematizada en la figura 2.27 (a); 

2. formación de una mayoría entre los sujetos A y B, cuyas opiniones son li- 
geramente diferentes (fig. 2.27 (b)); 


3. Influencia de la mayoría AB sobre el divergente X (fig. 2.27 (c)). 


Por otra parte, es posible, a partir de una idea de Deutsch y Gerard (1955), dis- 
tinguir dos tipos de comunicación influyentes en las opiniones ajenas. 


1. Influencia informatoria: las opiniones ajenas ofrecen una información indirec- 
ta de la realidad y esta información se integra lógicamente en la opinión ini- 
cial del sujeto, la cual se modifica en consecuencia (Flament, 1959b). 

2. Influencia normativa: el sujeto adopta la opinión ajena para no romper afec- 
tivamente con el otro. 

Se puede admitir que: 

(a) una pequeña diferencia de opinión se puede reducir tanto por influencia in- 
formatoria sólo, como por influencia normativa; 

(b) si dos individuos llegan a un acuerdo por influencias normativas, adquirirán 
un sentimiento de grupo más fuerte que el que tendrían por la mera influen- 
cia informatoria; 

(c) la influencia normativa ejercida por los miembros de un grupo sobre un indi- 
viduo ajeno a él, será tanto más eficaz cuanto mayor sea el sentimiento de 
grupo, 

(d) en una red de comunicación la influencia informatoria puede ser retransmitida 
mientras que la influencia normativa de una comunicación desaparece cuando 
ésta es retransmitida. 


> 


Considéremos ahora los individuos 4, B y X definidos anteriormente en las re- 
des de la figura 2.26; la figura 2.28 muestra los tres posibles casos. 

La situación (0%) sirve de control. 

En (PB) y (y la fase de intercambio de información (fig. 2.27 (a)) es perturba- 
da, pero, sin duda, de modo despreciable. 

En (6) la formación de una mayoría AB noes estorbada y se producirá una in- 
fluencia normativa. La influencia de la mayoría AB sobre el divergente X será im- 
pedida por la ausencia del canal BX, pero A podrá hablar en nombre de un grupo 
(AB), con un fuerte sentimiento de grupo, que tendrá fuerte influencia sobre X. 


A X X 


FIGURA 2.28 
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En (y la influencia normativa no intervendrá en la formación de la mayoría 
AB, pero si las diferencias de opinión entre A y B son pequeñas, la influencia in- 
formatoria retrasmitida por X será eficaz. La influencia de A y B sobre X pue- 
de tener lugar sin dificultad, pero por parte de un grupo débil y sin eficacia. 

A través de este análisis es posible establecer que la diferencia inicial de opinión 
puede reducirse: 

(a) entre A y B, aproximadamente igual en (0), (BP) y (y); 


(b) entre X y A o B, aproximadamente igual en (0%) y (6), pero menor en 


(y. 


Los resultados experimentales de la tabla 2.8 confirman enteramente estas pre- 
dicciones. 


TABLA 2.8. REDUCCION DE LA DIVERGENCIA INICIAL. 


FUENTE: Flament, 1961. 


Evidentemente, estos análisis podrían ser generalizados y matematizados; sin em- 
bargo, nos parece que esto no es por ahora deseable puesto que nuestro conocimien- 
to de los procesos de influencia social no están suficientemente establecidos. 

Es conveniente ahora repasar la teoría de French (1956), de la que Harary 
(1959c) ha desarrollado algunos aspectos matemáticos. French supone relaciones 
medibles de poder entre los miembros de un grupo de parejas. El conjunto es repre- 
sentable por un grafo valorado y orientado. Si los procesos de influencia se dan en 
una red de comunicación, supone French que el poder de x sobre y será efectivo 
sólo si existe en la red el canal (xy). Nos parece que en este caso se elimina la posi- 
bilidad de retransmitir influencia informatoria. Este aspecto del fenómeno se puede 
tomar fácilmente en cuenta considerando que el poder de x sobre y se da en fun- 
ción inversa de la desviación e(xy). Las fórmulas serían del mismo tipo matemático 
que las utilizadas por Harary (1959a) para el estudio del status sociométrico. 


TA. PROCESOS DE EQUILIBRAMIENTO 


1. EL PROBLEMA. 


Sea A un hombre, A una chistera y C' una corbata. A este hombre le encanta 
llevar chistera y le horroriza ponerse corbata; pero él sabe que la chistera se lleva con 
corbata: ¡su situación es muy desagradable! 

Se puede decir que entre A y H existe una relación positiva, entre A y C 
negativa y de nuevo positiva entre H y C. Representando las relaciones positivas 
por líneas completas y las negativas por líneas quebradas, obtenemos la figura 
3.1 (a). 

Para salir de esta situación desagradable, 4 tiene varias alternativas: puede acep- 
tar llevar una corbata y entonces se vuelve positiva la relación negativa AC 
[Fig. 3.1 (b)]; puede también renunciar a llevar chistera y entonces AMHse con- 
vierte en negativa; o puede convencerse de que la chistera puede ponerse sin cor- 
bata: HC resulta negativa [Fig. 3.1 (c)]. 

Sea ahora A de nuevo un hombre y B su mujer. A A le desagrada llevar cor- 
bata pero a su mujer B le gusta que él la lleve. Finalmente supongamos que marido 
y mujer desean complacerse mutuamente. Esta situación es formalmente idéntica a 
la precedente; reemplazando A por B, queda representada en la figura 3.1 (a). 

Por último consideremos tres individuos A, B y C, entre los cuales existen re- 
laciones amistosas u hostiles. De acuerdo con la sabiduría popular, “los amigos de 
mis amigos son mis amigos”, lo cual está representado en la figura 3.2 (a); y también, 
“los amigos de mis enemigos son mis enemigos” [Fig. 3.2 (b)]. La sabiduría popu- 
lar dice, a veces, “los enemigos de mis enemigos son mis amigos”, que corresponde 
de nuevo a la figura 3.2 (b); pero también se dice “divide y vencerás” [Fig. 3.2 (c)]. 
Esta última situación no es muy satisfactoria porque los enemigos dominados suelen 
responder “la unión hace la fuerza”. 

Este rápido examen de unos cuantos casos, sin pretensión sistemática, sugiere 
que si existen relaciones positivas o negativas entre una persona y dos objetos, o en- 


MM E 
N A 
y N 
Ñ Ñ 
A Ñ 
N Ñ 
E H — M=======- C 
(a) (b) (c) 


FIGURA 3.1 
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tre dos personas y un objeto, o entre tres personas, esto es suficiente para definir 
ciertas situaciones que son desagradables y otras que no lo son.” * 

La formulación sistemática del problema proviene de Heider (1946) y, su mate- 
matización, de Cartwright y Harary (1956). 

Evidentemente, en las figuras 3.1 y 3.2 el problema ha sido traducido a términos 
de grafos algebraicos (Cap. 1, Sec. 9). Tales grafos deben, pues, mostrar lo que 
caracteriza a las situaciones satisfactorias y no satisfactorias. Podemos generalizar a 
grafos de n puntos, a partir de los grafos de tres puntos. 

La psicología de las anteriores situaciones exige que, si la situación no es satis- 
factoria, evolucione hacia la que lo es. Por consiguiente hablaremos de grafos equi- 
librados y desequilibrados. Apostel (1957) ha propuesto una teoría general del equi- 
librio de un grafo, que indudablemente es demasiado general para que nos resulte 
de gran utilidad. 

Cuando hayamos aprendido a distinguir los grafos equilibrados de los desequili- 
brados, intentaremos determinar, para aquéllos, un grado de equilibrio que nos per- 
mita clasificarlos. 

Finalmente trataremos de establecer qué procesos de equilibramiento permiten 
pasar de un grafo desequilibrado a otro equilibrado. 

Veremos que la teoría de grafos permite al menos abordar este problema de diná- 
mica de grupos. Se piensa a menudo que los métodos del álgebra moderna y, en es- 
pecial, de la teoría de grafos -sólo pueden ser útiles para la descripción estática de es- 
tructuras. Mostraremos que no es así. 


FIGURA 3.2 


2. DEFINICION DEL EQUILIBRIO DE UN GRAFO. 


(D,) Un grafo algebraico completo es un grafo simétrico, tal que entre dos pun- 
tos cualesquiera existe una arista positiva o negativa. 
Si X esel conjunto de n puntos del grafo, P es el conjunto de aristas positivas 
y N esel conjunto de aristas negativas, un grafo algebraico completo está represen- 
tado por G=(X;P,N) con P NA N=0 (una arista no puede ser positiva y nega- 
tiva a la vez) y P UN=" (conjunto de pares de puntos distintos). 
Los grafos de las figuras 3.3 y 3.4 son grafos algebraicos, pero sólo el de la figura 
3.3 es completo. Tenemos que 
P= t(a, b), (a, c), (a, e), (b, d), (b, e), (c, e), (d, f), (e, A Y, 
N= l (a, d), (a, Pf), (b, c), (5, A, (e, d), (e, PD, (a, e) ) > 


que constituyen los n (n — 1)/2 =15 pares de puntos distintos. 
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En un grafo algebraico las cadenas y ciclos se definen con independencia del sig- 
no de sus aristas componentes. 

(D,) £l signo de una cadena o de un ciclo es el producto de tos signos de las 
aristas componentes, estando definido el producto por la siguiente tabla de multi- 
plicación: 


Es la regla de signos del álgebra clásica. 
Utilizamos s (x y) como signo de la arista (x, y) y s (y (xy)) como signo de 
la cadena y (xy). 


| | l 

al 

| ] 

1 / 

| : 

ez E C 
IZ 
1) 

FIGURA 3.3 FIGURA 3.4 


Así, en la figura 3.3, la definición D, da, por ejemplo, 

s (y(abed)) =s (a/b)xs(b e)xs(e Y) =BDxMDxO0=0). 

(D3) Un ciclo de longitud 3, o triángulo, está equilibrado si y sólo si su signo es 
positivo. 

Puede verificarse fácilmente que esta definición cubre exactamente las situacio- 
nes agradables bosquejadas al principio del capítulo. Relacionando las definiciones 
D» y Dj3 se ve prácticamente que un triángulo está equilibrado si y sólo si tiene 
dos, o ninguna, aristas negativas; si no está equilibrado, tiene una o las tres aristas 
negativas. 


(Da) Un grafo algebraico completo está equilibrado si y sólo si todos sus trián- 
gulos están equilibrados. 
Harary (1953a) propone otra definición: 


(D;) Un grafo algebraico completo está equilibrado si y sólo si todos sus ciclos 
son positivos. | 
Es evidente que Ds implica Dy, puesto que un triángulo equilibrado es un ci- 


clo positivo. Mostraremos más tarde (Teorema 3.2) que efectivamente estas dos 
definiciones son equivalentes. La definición Dy tiene la ventaja de estar más cerca 
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de la intuición que tenemos de situaciones concretas, como las que analizamos al 
principio del capítulo. La definición Dz de Harary tiene a su vez la ventaja de ser 
más fácilmente aplicable al estudio del equilibrio de grafos incompletos (como los 
de la figura 3.4). 


Otros tipos de equilibrio. Harary (1955) propone dos nociones restrictivas del 
equilibrio de un grafo: equilibrio local y equilibrio de orden m. 

Un grafo está equilibrado localmente en el punto x si y sólo si todos los ciclos 
que pasan por x sonpositivos. Si un grafo está localmente equilibrado en todos los 
puntos x € X, está equilibrado en el sentido de Ds. 

Un grafo está m-equilibrado si todos su ciclos de longitud menor o igual a 
m son positivos. Si un grafo algebraico completo es 3-equilibrado, lo es en el sentido 
de Da. 

También podemos considerar el equilibrio de grafos algebraicos que son no 
simétricos, incompletos o valorados. 

Si el grafo es incompleto es más fácil definir el equilibrio por Ds, porque bien 
puede ocurrir que no contenga ningún triángulo. O bien se considera el grafo como 
completo, pero con tres tipos de aristas, positiva, negativa y nula, admitiendo que 
un triángulo que al menos tiene una arista nula es siempre equilibrado. 

Si el grafo es no simétrico, hablaremos de circuito en lugar de ciclo y utilizare- 
mos las mismas definiciones. 

Se puede pensar que un grafo algebraico valorado es necesario para representar 
la realidad psicosocial, teniendo en cuenta el grado de intensidad de las relaciones 
interindividuales. Pero de hecho parece difícilmente posible definir el equilibrio del 
grafo, no por razones matemáticas, sino por razones psicológicas. Si la relación AB 
es +3 yla relación BC es — 4, ¿qué valor debería tener la relación AC para que 
el triángulo estuviera equilibrado? Carecemos de hipótesis psicológicas, o más bien 
éstas son numerosas y están poco justificadas. La reflexión, la observación o la ex- 
perimentación deben en primer lugar proponer una definición concerniente a los 
hechos y después las matemáticas se ocuparán de ello. 

En cualquier caso, sólo consideramos aquí grafos algebraicos completos, en el 
sentido de D,, definiendo el equilibrio por medio de Da. 

Los trabajos de Harary (1953, 1955) y los de Abelson y Rosenberg (1958) mues- 
tran que los resultados obtenidos acerca del equilibrio de grafos algebraicos comple- 
tos pueden aplicarse fácilmente a otros casos y que este rodeo es con frecuencia 
más útil que el estudio directo. 


3. CARACTERISTICAS DE GRAFOS EQUILIBRADOS. 


Un grafo puede ser identificado como equilibrado o desequilibrado por medio 
de la definición D4. No obstante, la tarea corre el riesgo de resultar tediosa y es de- 
seable establecer diversas propiedades de los grafos equilibrados, que permitan iden- 
tificarlos con mayor facilidad y pongan de manifiesto ciertos aspectos profundos de 
la definición. 


TEOREMA 3.1. G=(X;P,N) es un grafo algebraico, completo y equilibrado 
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si y sólo si existe una bipartición de X en X, y X, (uno de estos subconjuntos 
puede ser vacio) tal que 


PEX UX y NCX e X 


En otras palabras: X está dividido en dos clases, Y, y X», siendo positivas to- 
das las aristas intra-clases y negativas todas las aristas inter-clases. 


Prueba de condición necesaria. Sea a E X un punto cualquiera pero fijo. 
Consideremos dos puntos x e y E Pa (Fig. 3.5). Establecemos que (x, y) EP, 
porque de lo contrario el triángulo (axy) sería negativo y sólo s(x y) podría ser- 
lo. Consideremos dos puntos x' e y” E Ma. Establecemos que (x', y") E P, o de 
lo contrario el triángulo (ax' y”) sería negativo, dado que sus tres aristas serían ne- 
gativas. Por último, establecemos que (y, y') E N, porque, si no, (ayy”) sería ne- 
gativo, puesto que (a, y) es positivo y (a, y") negativo. 


No 


FIGURA 3.5 


Así en el conjunto X, =Pa U (a), todas las aristas son positivas; también en 
el conjunto X, =Na; y todas las aristas son negativas entre X, y X>. 

La división X,, X, constituye una bipartición de X; efectivamente, X, NX, =P, 
puesto que Pa NM Na=0Q y a É Na, ya que una arista no puede ser positiva y ne- 
gativa al mismo tiempo; y X, U X, =Y,, puesto que, siendo G completo, todo 
punto de X pertenece a Pa 0a Na oes el mismo punto a. 

Observemos, finalmente, que esta bipartición no depende en absoluto del punto 
a elegido para la demostración; en efecto, dado un punto b Ha, si b € Pa, tene- 
mos que 

Pb VU [(bj=Pa U la) =X,, 


y Nb =Na=Xo); 
si b E Na, Pb U 1b) =Na=X,, 
y Nb =Pa U [aj =X,. 


Prueba de condición suficiente. Sea X, y X, una bipartició:: e X que satis- 
face la condición. Dado un triángulo (abc), si sus tres puntos pertenecen a Xy, oO 
los tres pertenecen a X>», las tres aristas son positivas; si, por ejemplo, a € X, y 
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byc€EX,, lasaristas (a, b) y (a, c) son negativas y la arista (b, cn es posi- 
tiva; en ambos casos el triángulo es equilibrado. 


TEOREMA 3.2. Las definiciones D4 y Ds son equivalentes. 


Prueba. Ds > Dz , puesto que, si todos los ciclos son positivos (por Ds), los 
triángulos en particular son positivos y (por D3) equilibrados; por consiguiente, 
Da. 

Da > Ds. En efecto, si D¿ es satisfecha por un grafo, por el teorema 3.1 
Xi y X, constituyen una partición de X. Dado un ciclo de longitud arbitraria, 
si todos sus puntos pertenecen a X, o pertenecen a X», todas sus aristas son po- 
sitivas; si tal ciclo tiene algunos de sus puntos en X, y otrosen X,, cada vez que 
pasamos de X, a X, tenemos una arista negativa y otra arista negativa retornan- 
do de Xz a X,.Por tanto, el número de aristas negativas del ciclo es par; en am- 
bos casos el ciclo es positivo y se satisface la definición Ds (Fig. 3.6). 


FIGURA 3.6 


Xy X 0 
FIGURA 3.7 


El teorema 3.1 ofrece, por su demostración, un medio práctico para juzgar el 
2quilibrio de un grafo: elegimos un punto cualquiera :a y hacemos X, =Pa U la) 
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y X2 =Na, lo cual es rápido; y verificamos fácilmente si estos conjuntos tienen las 
propiedades definidas por el teorema. Así, puede verse inmediatamente que el gra- 
fo de la figura 3.3 no es equilibrado, puesto que b y c € Pa y (b,c) E ÑN (Fig. 
3.7). 

Pero el verdadero interés del teorema radica en la afirmación de que toda situa- 
ción social, que tiene algo más que dos “bloques” antagónicos, es una situación 
desequilibrada (recordamos que uno de los bloques puede ser vacío: situación de 
concierto universal, la cual es equilibrada). 

Volveremos sobre este punto en el último párrafo de este capítulo. 

El interés del teorema 3.2 es más técnico: muestra que: en los grafos algebraicos 
completos las propiedades de equilibrio sólo pueden definirse hasta el nivel simple 
del triángulo, sin necesidad de considerar ciclos de longitud cualquiera. Esta obser- 
vación nos conducirá a resultados desconocidos para ciertos autores que siempre to- 
man en consideración todos los ciclos. 


TEOREMA 3.3. El producto de los signos de los cuatro triángulos construidos 
sobre cuatro puntos es siempre positivo. 


Prueba. Sean a, b,c y d cuatro puntos; los cuatro triángulos construidos sobre 
estos puntos son (abc), (abd), (acd) y (bed). Establecemos que 
S =s(abc) xs (abd) x s (acd) x s (bed). 
En virtud de D, tenemos 
S =|Ís (ab) x s (ac) xs (be)] x [s(ab)xs (ad) xs (bd)] x 
| x [s (ac) xs (ad)x s (cd)] x [s (bc) x s (bd) x s (cd)); 
Puesto que el producto de signos es asociativo y conmutativo: 
S=1Ís (ab) xs (ab)] x [s (ac) x s (ac)] x Í[s (ad) x s (ad)] 
x [s (bc) xs (bc)] x [s (bd) x s (bd)] x [s (cd) x s (cd)]. 


Por tanto, cualquiera que sea el signo de cada arista, cada corchete es positivo y 
S es siempre positivo. 


(D¿) La base de equilibrio con eje a de un grafo algebraico G consiste en la lista 
de los signos de los triángulos que contienen a. 

Un grafo de n puntos tiene n bases de equilibrio, cada una de las cuales 
tiene un punto diferente por eje. En el siguiente ejemplo aparecen las bases de equi- 
librio con ejes a y d del grafo de la figura 3.3. 


s (abc) = (>); s (abd) =(—); s (abe) = (+); s (abf) = (+); 
a: | s(acd)= (+); s (ace) =(+); s (acf) = (+); 
s (ade) = (+);s (adf) = (+); s (aef) =(—); 
s(dab) =(-); s (dac) = (+); s (dae)= (+); s (daf) = (+); 
d: | s(dbc)= (+);s (dbe) =(-); s (dbf) =); 
s (dce) = (+); s (def) =(+); s (def) =(—). 
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Observese que la base de eje a contiene tres triángulos negativos, mientras que 
-la base de eje d contiene cuatro.. 


TEOREMA 3.4. Si se conoce la base de equilibrio de un grafo algebraico com- 
pleto G, se deducen de ella los signos de todos los triángulos de G. 


Prueba. Dada una base con eje a, ¿cuál es el signo del triángulo (bed) que no 
viene dado por la base? Consideremos los cuatro triángulos construidos sobre los 
cuatro puntos a, b,c y d. Sea 


S' =s (abc) x s (abd) x s (acd); 


, . . . , 
S  €s conocido a partir de la base de eje a. Defínase S como en el teorema 3.3; 
tenemos entonces 


Ss=5S'xs (bcd); 
Puesto que, por el teorema 3.3, S es siempre positivo, como consecuencia: 
s (bed) =S' 


Los teoremas 3.3 y 3.4 introducen de hecho lo que puede llamarse noción de 
grados de libertad, en el estudio del equilibrio de un grafo. Ocupémonos de los cua- 
tro puntos a, b,c, d (teorema 3.3). 

Supongamos que se desea construir un grafo, sobre estos cuatro puntos, por elec- 
ción libre del signo del mayor número posible de triángulos. El teorema 3.3 estable- 
ce que sólo puede elegirse libremente el signo de tres triángulos. Observemos además 
que esta elección del signo de los triángulos es independiente, hasta cierto punto, 
del signo de las aristas. Sobre cuatro puntos, tres triángulos cualesquiera siempre 
tienen un punto en común, si se desea elegir s (abc) ,s (abd) y s (acd), deben con- 
siderarse las aristas (a, b) , (a, c) y (a, d), las cuales pueden tener cualquier signo; 
como en la figura 3.8, por ejemplo. Se determina que s (abc) =(+),s labd) =(+) 
y s(acd) =(—); para obtener este resultado, se asignan los signos apropiados a las 
aristas (b, c) ,(b, d) y (c, d) (Fig. 3.8); pero al hacerlo, el signo del triángulo (bed) 
queda determinado. 


Q 
o 
Q 
a 


FIGURA 3.8 


La noción de base de equilibrio y el teorema 3.4 generalizan este argumento para 
un n cualquiera. Sea X"=X-— (a) ,siendo a el eje de la base considerada; en- 
tonces |X”| =(n — 1). Todas las aristas que no contienen a se definen a partir de X”; 
el número de las mismas es (n — 1) (n — 2)/2; todos los triángulos de la base están 
constituidos por dos puntos de X” y por a; y toda arista que no contiene a a, pero 
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está conectada con a, define un triángulo de la base. Hay pues (n—1) (n—2) /2 tri- 
ángulos en la base de un grafo de n puntos; este número mide los grados de liber - 
tad del grafo. 


TEOREMA 3.5. Un grafo algebraico completo es equilibrado si y sólo si todos los 
triángulos de una base son positivos. 


Prueba. Si todos los triángulos de una base son positivos, todos los triángulos del 
grafo lo son también y, por definición, el grafo es equilibrado. Efectivamente, para 
todo triángulo (bed) que no figura en la base de eje a (cf. demostración del teo- 
rema 3.4): 

s (bed) =s (abc) x s (abd) xs (acd) = (+) 


Por otra parte, si el grafo es equilibrado, todos estos triángulos son positivos (por 
definición) y, en particular, los de la base. 


.TEOREMA 3.6. Todos los triángulos de un grafo algebraico completo son des- 
equilibrados si y sólo si todos los triángulos de la base son negativos. 


Prueba. La prueba es paralela a la del teorema precedente, transformándose la 
ecuación correspondiente en: 


s (bed) =s (abc) x s (abd) x s (acd) = (-). 

TEOREMA 3.7. El número de grafos algebraicos, completos y equilibrados, de 
n puntos, es 2 7 1) 

Prueba. Se obtiene directamente del teorema 3.5 y de las consideraciones hechas 
acerca de los teoremas 3.3 y 3.4. En un grupo de n puntos hay (n — 1) aristas que 
contienen a, cada una de las cuales tiene dos posibilidades: positiva o negativa, lo 
que supone, en total, gue) posibilidades. Á partir de cada una de estas po- 
sibilidades puede contruirse una base de eje a, cuyos triángulos son todos positivos . 


FIGURA 3.9 


Se sigue del teorema 3.5 que todos los grafos algebraicos, completos y equilibra- 
dos, de n puntos, tienen bases idénticas. 

El teorema 3.6 introduce un tipo especial de grafo desequilibrado: el grafo cu- 
yos triángulos son todos negativos. Sea B un grafo equilibrado y B un grafo cuyos 
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triángulos son todos negativos, que será denominado grafo anti-equilibrado. Para un 
n dado, existe una correspondencia biunívoca entre el conjunto (bYdelos 2 md) 
grafos equilibrados y el conjunto ([B) de los grafos anti-equilibrados. En primer 
lugar, observemos que el teorema 3.7 puede ser trasladado a los grafos anti-equili- 
brados mostrando que 

18) | =/1(B,| =20-0 


Si un triángulo es positivo y se invierte el signo de cada arista, el triángulo se vuel- 
negativo. En efecto, un triángulo positivo tiene una o tres aristas positivas; invirtien- 
do el signo de las aristas, se obtiene un triángulo con una o tres aristas negativas. 

Por tanto, si B=(X;P, N) es un grafo equilibrado, el grafo B =(X;P, N) 
que se obtiene cambiando el signo de todas las aristas de B, es un grafo anti-equili- 
brado. Tenemos P=N y N=P. Los grafos B y B, de la figura 3.9, se construyen 
según este principio. 


4. GRADO DE DESEQUILIBRIO DE UN GRAFO 


Hemos estudiado los grafos equilibrados y hemos dicho unas cuantas cosas sobre 
grafos anti-equilibrados. Pero, ¿qué se puede decir de un grafo algebraico completo 
cualquiera? Las situaciones psicosociales representadas por dos grafos cualesquiera 
nunca son igualmente desagradables para los que las viven: los grafos deben ser cla- 
sificados conforme a un grado de desequilibrio. 

Cartwright y Harary (1956) proponen una definición que también se aplica a gra- 
fos incompletos: 

Si c (G) es el número de ciclos de G, c+ (G) es el número de ciclos positivos 
de G, y b(G) es el grado de equilibrio, entonces 
C+ (G) 

c(G) 

Este índice varía de cero a la unidad; es un índice de equilibrio. El índice de des- 
equilibrio sería 1—b (G). 

Tal índice puede ser criticado por dar el mismo peso a todos los ciclos, cualquie- 
ra que sea su longitud. Podría imaginarse una ponderación inversa a la longitud del 


ciclo; por ejemplo, si m es la longitud del ciclo, definir una función decreciente 
f (m) y establecer 


b (G) = 


cm) (G) = número de ciclos positivos de G, de longitud »m, 
c 7) (G)= número de ciclos de G, de longitud m, 
LEG 
y DEM 
m6) 
Si nos atenemos a los triángulos (m = 3), podemos establecer 
l sim=3 


id P sim >3 
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- 
e) (G) 


Consideremos, no obstante, los grafos G, y Ga» dela figura 3.10. El primero 
tiene, de los diez, seis triángulos negativos, 


(abc), (ade), (bed), (bce), (bde) y (cde), 
mientras que el segundo sólo tiene cuatro: 
(abc), (abd), (bce) y (bde); 
por consiguiente b(G,) < b (G»), en caso de utilizar la última definición de b (G). 
Sin embargo, basta con cambiar el signo de las dos aristas de G,: (b, c) y (d, e); 
e igualmente de las dos aristas de G,: (b, c) y (b, d), para equilibrar el grafo B de 


la figura 3.10. 
Esto nos lleva a definir el grado de desequilibrio de un grafo: 


1) 0 Y 


NS O AN 

/ / V 

, / A 

Ibm A A E co 0 
/ p d 
/ 


Y / / NAS, j 
N / 
V 


A / / p 
/ 
/ 


y) / 
POR d 
6) 6, B 
FIGURA 3.10 


(D,) El grado de desequilibrio 5 (G) de un grafo algebraico G se mide por la 
potencia del conjunto menor de aristas de (G, cuyo cambio de signo produce un 
grafo equilibrado. 

Esta es la definición dada por Abelson y Rosenberg (1958). Este tipo de defi- 
nición es frecuente en la teoría de grafos: Luce (1953) lo utiliza para el grado de 
conexidad de un grafo; nosotros lo hemos utilizado para el grado de intransitividad 
de un grafo (Flament, 1958d). | 

Abelson y Rosenberg (1958) proporcionan un método para hallar el grado de 
desequilibrio de un grafo G, que en esencia se reduce estrictamente a lo siguiente: 
si G tiene n puntos, se confecciona la lista de los 21 D grafos equilibrados de 
(AB) y se compara G a cada elemento de [ B) ;en cada comparación se registra el 
número de aristas que no tienen el mismo signo en G y en B; el grado de desequili- 
brio es el menor número registrado. 

A partir de la noción de base de equilibrio de un grafo (G, queremos proponer 
un método que: 


1. da el grado de desequilibrio 0 (G) 
2. da todos los conjuntos de aristas de G, de potencia 0 (G), tales que el cam- 
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bio de signo de todas las aristas de uno de los conjuntos conduce a un grafo 
equilibrado. 


Establezcamos una aplicación entre el conjunto de los (n — 1) (n —2)/2 trián - 
gulos de la base de equilibrio, con eje a, de G y el conjunto V delos n (n — 1)/2 
aristas de (G; en la tabla del conjunto cartesiano de estos dos conjuntos sombreare- 
mos las casillas correspondientes a una arista y a un triángulo, si y sólo si las aristas 
no pertenecen al triángulo: 


(ab) (ac) (ad) (bc) (bd) (cd) 


(abc) MS a —”>=>PE 
Sa DY 75 .x.ILL 
— DON 


E 


7% 
(acd) 


_ 


Distinguiremos en V dos partes: Va, conjunto de aristas que contienen el eje a, 
y Va, conjunto de aristas que no contienen a. Una tabla tal presenta regularidades 
notables: 


a 


1. en cada fila hay tres casillas en blanco, puesto que un triángulo tiene tres 
aristas. 


2. En cada columna de Va hay (n-— 2) casillas en blanco, puesto que cada aris- 
ta que contiene a ( por ejemplo, (a, b) ) forma un triángulo de la base con 
cada uno de los demás puntos de X — (a,b) , queson en total (n — 2). 


3. En cada columna Va hay una casilla en blanco, puesto que una arista que no 
contiene a forma con a un triángulo de la base. 


4. Para dos columnas cualesquiera de Va, existe una y sólo una fila, en la que 
las casillas correspondientes a las dos columnas están en blanco; y esta fila no 
tiene ninguna otra casilla en blanco en Va, puesto que dos aristas que contie- 
nen a —por ejemplo, (a, b) y (a, c)- determinan un sólo triángulo de la 
base: (abc). 


En todas las casillas en blanco de una fila ponemos un (+) si el triángulo co- 
rrespondiente es positivo, o un (—) si es negativo. La tabla así construida se deno- 
mina estructura de la base de equilibrio, de eje a, de G. 

Así, el grafo de la figura 3.11 tiene por estructura de base de eje a la tabla que 
aparece en la página siguiente: 

(Por simplificar la tabla no se ha puesto el rayado, que deja de ser útil cuando las 
casillas no rayadas están marcadas con + o —). 

Si cambiamos el signo de una arista, el signo de los triángulos de la base que con- 
tienen esta arista, cambia también. Por ejemplo, en la estructura anterior, si cam- 
biamos el signo de (a, b), tendremos que poner (+) enlas filas (abd) y (abe). 
Por medio de una serie de operaciones de este tipo es posible hacer positivos todos 
los signos; entonces, el grafo obtenido es equilibrado. 
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(ab) (ac) (ad) (ae) (bc) (bd) (bey (cd) (ce) (de) 


ade) IES MESA 00 O DES E E 


(Dg) Llamamos conjunto de equilibramiento de G a todo conjunto de aristas 
de G que producen un grafo equilibrado cuando se les cambia de signo. 


A todo grafo G de n puntos podemos asociar q =1) o de equili- 
bramiento distintos, cada uno de los cuales da uno de los (1 — grafos equili- 
brados; si designamos estos conjuntos por| £¡(G),i¡=1,2, ..., AL puede re- 
formularse la definición Dy de grado de desequilibrio. 


(D;) 5(G) E 1 EN). 


Se denomina conjunto de equilibramiento mínimo de G al conjunto de equili- 
bramiento de G, cuya potencia es el grado de desequilibrio 0 (G). 

El teorema 3.8 permite la construcción de conjuntos de equilibramiento, no ne- 
cesariamente mínimos, de G, a partir de la estructura de la base de G. 


FIGURA 3.11 


TEOREMA 3.8. Dados: la estructura de la base de eje a del grafo G;, el sub- 
conjunto Va del conjunto Va de aristas que contienen a; el subconjunto X'a de 
los puntos de X que constituyen con a las aristas de V'a. 


Xa= [xlx€EX, (ax) E Va), 


. . +++! . . . 
construimos un conjunto Va de aristas que no contienen a, estableciendo 
(x, y) € Va si 


s(axy)=(+) y xE€EXu y EXu 
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O si s(axy)=(->) yxeyEXuoxeyÉ Xu 
€ =(Va U Va) es un conjunto de equilibramiento de G. 


Prueba. Supongamos que s (axy) =(+).Si x € Xae y E Xu, entonces 
(a, x) € Va y (a, y) É V'a; en tal caso, (x, y) € Vía. Por consiguiente, cambian- 
do el signo de las aristas de “€. , sólo dos de las aristas de (axy) cambian: (a, x) y 
(x, y), mientras que el signo de (axy) no varía; permanece positivo. 


Supongamos que s(axy) =(—). Si x e y E Xa, cambiarán de signo y el trián- 
gulo se volverá positivo; si x e y E X'a, sólo cambiará el signo de la arista (x, y), 
volviéndose positivo el triángulo. 

Este teorema indica, hasta cierto punto, que nos hemos de ocupar sólo de los 
cambios de signo de las aristas que contienen a. 


Ejemplo. Para obtener un grafo equilibrado a partir del grafo de la figura 3.11, 
resolvemos cambiar, entre las aristas que contienen a, sólo (a, b) y (b, c): 


Via = [(a,B),(a, O) y Xa = 1b,ch. 


Consideremos sucesivamente las aristas que no contienen a: 


(b,c): s(abc) =(-) y db y c € X'a; por consiguiente (b,c) € V'a; 
(b,d): s(abd) = (+) y db EX'a, d E X'“a; por consiguiente (b,d) E V'a; 
(b,e): s(abe) =(+) y bEXuUe EX “a; por consiguiente (b,e) E V'a; 
(c,d): s(acd) = (-) ycEXadEXa; por consiguiente (c,d) E Va; 
ycoEXaeEXu por consiguiente (c,e) E Va; 
y d y e É X'a; por consiguiente (d,e) € V'a. 


(c,e): s (ace) = (-) 
(d,e): s (ade) = (-—) 


Por tanto: 

Va = (£(b,c),(b, d),(b, e), (d, e) 

y  = Lía, b), (a, c), (b, c), (b, d), (b, e), (d, e) ); 
Cambiando el signo de estas aristas en el grafo de 
la figura 3.11, se obtiene el grafo equilibrado de 
la figura 3.12. 


Definamos, para todo x, y € X, siendo x e y 
distintos del eje a: 


0 (x) = número de triángulos negativos que contie- 
ne la arista (a, x); 
FIGURA 3.12 _ 0 si s(axy) = (+), 
Ó (xy) = Ñ 
1 si s(axy) = (—). 


TEOREMA 3.9. Si la base de eje a de G comprende triángulos negativos K,, 
y dado un conjunto V'a, entonces 


[El = Kg + |Xal(n- |X'al)- 2 e 0 +4 2 ¿A 
xeX 


x,yeX 
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Prueba. Cambiando (a, x) € V/'a, se cambia el signo de los (n — 2) triángulos 
a los que pertenece (a, x); por consiguiente, cambiando todas las aristas de Va, se 
produce un número de cambios de signo de triángulos igual a |X'a| (n — 2); pero si 
(a, x) y (a, y) € V'a, el triángulo (axy) ha experimentado dos cambios de signo 
y, al final, s (axy) permanece igual. Hay |X'a|(1X'2| —1)/2 triángulos que tienen 
dos cambios de signo que se anulan; los demás cambios de signo modifican el signo 
del triángulo; por tanto tenemos m triángulos modificados: 


m =[|X'a| (n — 2)] —[1X "21 (1X'2]—1)] 
=|X "a | (n-— |X'a|-— 1). 
Estos m cambios pueden ir de negativo a positivo o al contrario. 
El número de cambios que van de negativo a positivo es: 
h= 2 6(x)-2 2 Ó (xy); 
xeXu ) x,yeXu 0) 
en efecto, cambiando (a, x) E V'a, los $ (x) triángulos negativos se vuelven posi.- 
tivos; y cambiando (a,y) € V a, los Ó(») triángulos negativos se convierten en positi- 
vos; pero si s(axy) =(—), este signo permanece negativo cuando se cambian al mismo 
tiempo (a,x) y (a,y). Cambiando (a,x) y (a,y) hacemos, por tanto, positivos los 
(0 (x) + 6 (y) — 2 8 (xy)) triángulos negativos, puesto que $ (xy) =1 si y sólo si 
s(axy)=(—) y puesto que se cuenta dos veces el triángulo (axy) en (Ó(x) + 6 (y)); 
generalizando, se encuentra el valor anunciado de h. 
Puesto que m triángulos han modificado sus signos y puesto que h trián- 
gulos han pasado de negativos a positivos, hay k =m — h triángulos que han pasa- 
do de positivos a negativos. 


Y puesto que teníamos Kg triángulos negativos, ahora tenemos K'a triángulos 
negativos: 


K'a =K¿-h+k=K¿- 2h +m. 


Si el triángulo (ax' y”) está entre los K”¿ triángulos negativos, sólo puede con- 
vertirse en positivo cambiando (x', y”), porque todas las aristas que contienen a, 
que queremos cambiar, ya hansido cambiadas. Por consiguiente, habrá K'¿ cam- 
bios de aristas que no contienen a. Como ya hay |X“a| cambios de aristas que con- 
tienen a, el número total de cambios será: 


18] =|X'a] +K” =|X'al +K¿-2h +m; 


de aquí el teorema, sustituyendo kh y m por sus valores. 

De este teorema se deriva un algoritmo que permite hallar de una vez todos 
los conjuntos de equilibramiento mínimos de un grafo, que da el grado de des- 
equilibrio del grafo. Basta calcular el valor de | € | para todos los conjuntos 
V'a posibles, procediendo con los conjuntos más pequeños: 


Ejemplo. Dado el grafo de la figura 3.13, cuya estructura de base, de eje a, es 
la siguiente: 
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(ab) (ac) (ad) (ae) (bc) (bd) (be) (cd) (ce) (de) 


FIGURA 3.13 


Tenemos: 

S (b) = 1; 6 (c) =2; 6 (d)=2; Ó(e)=1; 
y 

Ó (bc) =1; Ó (bd) =0; Ó (be) =0; 

0 (cd) =1; Ó (ce) =0; 6 (de) =1. 


Ka es igual a 3: Sea |V'al = 0; en tal caso 
|€ |=K,¿=3.Sea |Val=1;hay (n— 1)=4 
posibilidades. 


Va= ((a,b)) o [(a,c)) o ([(a, d)) o (ae) ) 


En todos los casos tenemos: 
Ka + |X'al (n-1X'a1)=7; 


para Va =- [(ab)), — 26(b) =-— 2 y, puesto que Ó (xy) no necesita ser con- 


siderado, obtenemos: 


|€|=5S; 


etc. Se puede presentar la investigación en una tabla como la de la página siguiente. 
Es ocioso considerar conjuntos de mayor potencia; efectivamente puesto que 
Va CU entonces | €| > |Val; si se considera el conjunto |Va| > 3, ten- 


dríamos que | € | >3; pero tenemos ya conjuntos con | €, | = 3. Por consiguiente, 
$ (G) =3. 
Los conjuntos V'a que entrañan | € | = 3 son 


O; [(a,c)j; ta, d)y; [(a, b),(a, d)), ([(a, 0), (a, e)) ; 


los correspondientes conjuntos 


t(b, e), (c, d), (d, e)) ; 


son, por el teorema 3.8, 


( (a, c), (c, e), (d, e)) , [ (a, d), (b, e), (b, d)) ; 


[(a, b), (a, d), (b,e)); t(a, c), (a, e), (b, e)) . 
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(ab), (ac) 
(ab), (ad) 
(ab), (ae) 
(ac), (ad) 
(ac), (ae) 
(ad), (ae) 


(ab), (ac), (ad) 
(ab), (ac), (ae) 
(ab), (ad), (ae) 
(ac), (ad), (ae) 


Alu un Alu y 


Cada uno de estos conjuntos designa las aristas que basta cambiar de signo para 
que el grafo quede equilibrado. Son los únicos conjuntos de potencia 3 que dan este 
resultado (evidentemente encontramos los mismos conjuntos partiendo de una base 
de eje cualquiera). 

La figura 3.14 ofrece, como ejemplo, los grafos obtenidos a partir de la figura 
3.13, cambiando 


1(b, c), (c, e), (d, e)) 0 [ (a, c), (a, e), (b, e) : 


FIGURA 3.14 


114 Teoría de grafos y estructuras de grupo 


TEOREMA 3.10. Si B es un grafo algebraico completo anti-equilibrado (siendo 
negativos todos sus triángulos ), entonces, 


y n(MmM-2)+e 
0(B)= a 


l sin esimpar 
donde E= 
O sin es par 
y para todo a E X, todo conjunto V'a de potencia 
n— 2) t € 
| Val = (1-2) +e 
2 

conduce a un conjunto minimo de equilibramiento. 


Prueba. Si todos los triángulos de B son negativos, se tiene, cualquiera que sea el 
eje a de la base y el conjunto X¿, que 


_-(M-1)(M-2 
E A 


ie ¿AA |Xal (n — 2) 


Wal (|X'a|-1) 
S 0 A O A AN 
x, y e Xa 07) 2 


puesto que para todo x y todo y 
0(x)=5()=(n-2) y 6(xy)=1. 


Reemplazando estos valores en la fórmula del teorema 3.9, obtenemos: 


|€ | = e-1e-2 +|X'al (n - |X'a)- 2 1|X'al (n- 2) +21X'a1(1X'a1-1) 


E Q0-D0-2 +|X'a|(1X'al —n +2). 


a a .». tas ? . 
Minimicemos esta expresión relativa a |X al: derivada de 


| | €] =2|X 21m ¡, - (M2) =0 
de donde 
Ia min == (n — 2) 


debiendo ser |X'a| un número entero, interviene la corrección €, y tenemos 


— 2 + 
IX “a min 2 (n 2) = € 


2 
Sustituyendo este valor en la expresión de | € | hallamos 
n(n-—2)+€ 


(El min 508) == 


Podemos pensar que los grafos anti-equilibrados son los grafos más desequilibra- 
dos de todos; propongamos en tanto la siguiente conjetura: 
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Conjetura. Si-G es un grafo algebraico completo de n puntos, su grado de 
desequilibrio es 
n(n-2)+e l si n esimpar, 
O A € para 


4 O si n es par. 


5(G) < 


Abelson y Rosenberg (1958) dieron como teorema esta conjetura; desgraciada- 
mente no dieron su demostración; y a nosotros nos ha sido imposible hasta ahora 
encontrarla. 

La intuición sugiere el siguiente razonamiento: 

Sea B- un grafo anti-equilibrado y £.(B) un conjunto mínimo de equilibramiento 
de B. Construimos una serie de grafos menos y menos equilibrados, mediante cam- 
bio de signo de las aristas de €. (B) en un orden dado; considerando todos los B 
posibles y, para cada uno de ellos, todos los posibles 'E. (B) en todos los Órdenes 
posibles, debemos construir todos los grafos posibles. Este razonamiento es falso; 
efectivamente, si fuera verdadero, implicaría que existe para todo G un conjunto 
mínimo € (G), incluido en uno de los conjuntos mínimos €. (B); pero el grafo de 
la figura 3.13 es un contraejemplo. 

Construimos, por el teorema 3.10, los conjuntos mínimos de equilibramiento pa- 
ra un grafo B de n=5 puntos; hallamos 


== + 
va = 42 ze - lo zz 


de aquí, los conjuntos V'a: 
[(a,b)); (a, c)); ((a,d)); (a, ey); 
[(a, b),(a, c)+; (a, b),(a, d)); La, b), (a, e)) ; 
[(a, c),(a, d)) ((a,c),(a,eJy; (ía, d), (a, e)) ; 
y, por el teorema 3.8, los conjuntos € (B): 
ta, b), (c, d), (c, e), (d, e); ; tía, c), (b, d), (b, e), (d, ey) ; 
[ (a, d), (b, c), (b, e), (c, eJ) ; ta, e), (b, c), (b, d), (c, d)) ; 
[(a, b), (a, c), (b, c), (d, e)) ; [ (a, b), (a, d), (b, d), (c, ey) ; 
[(a, b), (a, e), (b, e), (c, d)y ; (a, c), (a, d), (b, e), (c, dyY; 
[(a, c), (a, e). (b, d), (a, e)) ; £ (a, d), (a, e), (b, c), (d, e)) . 
Comparando esta lista con la establecida en relación con el grafo de la figura 
3.13, se observa que no hay relación de inclusión; con este ejemplo perdemos la 


esperanza de probar la conjetura mediante el razonamiento sugerido, pero observa- 
mos que no invalida la conjetura. 


5. PROCESOS DE EQUILIBRAMIENTO. 


Las nociones mismas de equilibrio y desequilibrio implican que se va del des- 
equilibrio al equilibrio. Un grupo cuya estructura es representada por un grafo al- 
gebraico desequilibrado, modificará su estructura hasta que se encuentre equilibra- 
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do. Pero, ¿cuál es el proceso? . ¿Y conforme a qué leyes? Estableceremos una 
primera hipótesis. 
(H,) El equilibramiento de un grafo algebraico se produce mediante una serie 


de operaciones, cada una de las cuales comporta el cambio de signo de una y sólo 
una arista. 


Esta hipótesis no implica que el grupo decida el cambio de una arista y, después, 
examinando la nueva situación, comience de nuevo. Nuestra idea es que el estado 
de desequilibrio del grupo crea tensiones en toda la estructura, que exigen el cam- 
bio de diversas aristas, y que es muy probable que, por azar, una arista ceda antes 
que otras; entonces se crea una nueva situación, se manifiestan nuevas tensiones y 
el proceso comienza de nuevo. 

Esta hipótesis implica que el proceso de equilibramiento se hace mediante una ruta 
en la laticia La de los grafos simétricos de n puntos. Esta laticia, que ya hemos 
definido para grafos no algebraicos (cf. Cap. 1, Sec. 8.4), puede utilizarse para gra- 
fos algebraicos completos. En efecto, en un grafo algebraico completo todas las aris- 
tas posibles, de número n(n — 1)/2, están presentes, aunque distribuidas en dos cla- 
ses: conjunto P de aristas positivas y conjunto NW de aristas negativas. Conociendo 
n, conocemos el conjunto V de todas las aristas, es decir, V =(P U N); y el gra- 


FIGURA 3.15 
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fo queda completamente definido sólo si P es conocido. N se deduce de él por 
complementariedad: N = V — P. Si una arista no está en el listado P de las 
positivas, que se da, quiere decir que está en el listado N, no dado, de las aristas 
negativas. Por consiguiente, a cada grafo no orientado ordinario G* =(X ;P) se 
puede hacer corresponder un único grafo algebraico completo: G =(X; P, N= V —P) 
e inversamente. 


Sin=3 y X = ([(a,b,c), entonces V= ((a, b), (a, c), (b, c)) y todos 
los grafos usuales que pueden ser constuidos sobre X' son los siguientes: 


G*=(X;P) 
con P: 0; [(a,b)); a, c)); ((b,c)y; 
[ (a, b),(a, c)); ta, b),(b, c)) ;" £(a, c), (b, c)y ; 
[ (a, b), (a, c), (b, c)) . 


FIGURA 3.16 
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La laticia Lf de estos ocho grafos posibles está representada en la figura 3.15. 

La laticia de la figura 3.16 se obtiene haciendo corresponder a cada G* =(X; P) 
el grafo algebraico completo G =(X;P,N=V — P). Esta última laticia es la que 
puede ser utilizada para describir el proceso de equilibramiento como una ruta de 
un grafo a otro. 


TEOREMA 3.11. Si G es un grafo algebraico completo de n puntos, el grado 
O (G) de desequilibrio es la longitud del más corto de los caminos que van de G a 
los grafos equilibrados, en L;,. 


Prueba. Este teorema es de hecho una reformulación bastante evidente de la de- 
finición de 6 (G) (D, o D',). En la laticia de los grafos ordinarios, dos grafos 
G*; =(X ; Pi) y G*% =(X ;P;) están unidos por una línea si y sólo si la diferencia 
simétrica (P¡8Py) tiene un solo elemento (cf. Teorema 1.5), es decir, si paja de 
uno a otro añadiendo o sustrayendo una y sólo una arista. Si pasamos de Gi y Gj 


a los correspondientes grafos algebraicos G; y Gy, añadir una arista es lo mismo 
que hacer positiva una arista negativa; y sustraer una arista es lo mismo que hacer 
negativa una arista positiva (cf. Fig. 3.16). Por tanto, la longitud de un camino en 
£;, entre dos grafos algebraicos completos, corresponde al número de aristas que es 
necesario cambiar para pasar de un grafo a otro. 

Diremos que dos grafos son adyacentes (en £fS) si y sólo si difieren en el signo 
de una y sólo una arista, es decir, si y sólo si una cubre la otra. 

La Hipótesis H, es equivalente a decir que un grafo se transforma en un 
grafo adyacente. Pero un grafo de n puntos tiene n (n — 1)/2 grafos adyacentes, 
puesto que tiene n (n — 1)/2 aristas que pueden cambiarse de signo. ¿Cuáles son 
los grafos adyacentes en los que es transformable el grafo? 

Podemos imaginar que el grupo del grafo (G se pone como meta un estado de 
equilibrio preciso de grafo B y que elegirá, entre los adyacentes de G, los grafos 
que aparecen sobre las pistas 0 (GB) de L£?; pero esto implica que, de un modo u 
otro, el grupo tiene en cada instante un conocimiento de £f,lo cual es difícilmente 
admisible. Debe adoptarse una hipótesis que sólo comprenda posibilidades locales. 
Por ejemplo: 


(11,) Un grafo se transformará en uno de los grafos menos desequilibrados del 
conjunto que contiene al mismo grafo y sus adyacentes. 


En función de la medida de desequilibrio adoptada, los resultados serán com- 
pletamente diferentes. Obsérvese que ciertos índices de desequilibrio pueden ser 
tales que un grafo desequilibrado tenga sólo como adyacentes grafos menos equili- 
brados que él mismo. En este caso el grafo nunca tenderá a un estado de equilibrio, 
a menos que se introduzcan hipótesis suplementarias. 

Adoptaremos aquí, como medida de desequilibrio, el grado 0 (G) de desequili- 
brio ya estudiado anteriormente (Sec. 4). 


(13) Los niveles de desequilibrio considerados en H, se miden por el grado de 
desequilibrio 0 (G) definido en D». 


TEOREMA 3.12. Si G y G' son grafos algebraicos completos adyacentes, 
8 (G0)-(G)=-1,0, o +1. 
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6. —__———- 0 


B' 
FIGURA 3.17 


Prueba. Sean B y B' dos grafos equilibrados, tales que las distancias d (G,B) y 
d(G¡B') en £2 son d (GB) =85(G) y d(G,B") =8 (G) (Fig. 3.17). Considere - 
mos el camino constituido por la arista (GG ”) y la pista 0 (G'B”);, conduce desde 
G al grafo equilibrado y su longitud, que es igual a (9 (G”) + 1), no puede ser, por 
tanto, inferior a 0(G) (cf. Teorema 3.11): 


8(G)+1 2 8(6), 
de donde 5(G) -8(G”) <+ 1. 


Considerando, del mismo modo, el camino formado por la arista (G', G) y una pis- 
ta 0 (GB), hallamos 

5(6)-5(G') 2-1, 
de aquí, el teorema. 

El que grafos adyacentes no difieran en sus grados de desequilibrio, lo confirma 
el ejemplo de la figura 3.18: los dos grafos de grado Ó =1 son en efecto adyacen- 
tes, puesto que basta cambiar el signo de la arista (d, c) para pasar del uno al otro; 
y ambos son efectivamente de grado Ó =1 puesto que basta cambiar el signo de 


FIGURA 3.18 
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una sola arista, (a, c) o (b, c) —depende del caso—, para obtener grafos de los que 
es fácil verificar que son de grado Ó =0, es decir, equilibrados. 


TEOREMA 3.13. Un grafo algebraico completo G no tiene adyacente G', tal 
que 8(G)-58(G') =1, si y sólo si G es equilibrado. 


Prueba. Sea G un grafo desequilibrado y B un grafo equilibrado, tales que 
d (G,B)= 8 (G); existe una pista 0 (GB) en £?; sea G' un punto de esta pista, 
adyacente a G. Tenemos, evidentemente, 

S(G) = 8 (G)- 1. 

Si G es un grafo equilibrado, entonces 6 (G) = 0; para que fuera Ó (G) — 
— 5 (G') = 1, necesitaríamos que $ (G”) =-— 1, lo cual es imposible por defini- 
ción de 6. 

Estos teoremas aseguran que, si el proceso de equilibramiento sigue las hipótesis 
Hi a Hz, entonces tendrá un fin satisfactorio; se llegará a un grafo equilibrado, pues- 
to que en cada etapa del proceso se podrá pasar a un grafo adyacente más equili- 
brado. Además, es evidente que si comenzamos a partir de un grafo G, el proceso 


tendrá un número de etapas igual a 9 (G), dado que en cada etapa se reduce el des- 
equilibrio en una unidad. 


, 
FIGURA 3.19 
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FIGURA 3.20 


En general un grafo G puede conducir a varios grafos equilibrados. En efecto, 
hemos visto que un grafo podría admitir varios conjuntos mínimos de equilibra- 
miento. 


Las hipótesis H, a Hz deben completarse por tanto con una hipótesis que 
defina el proceso: 

(Ha) Si G tiene k grafos adyacentes más equilibrados que él mismo, la pro- 
babilidad de pasar de G a cada uno de estos k grafos es 1/k. 
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El proceso de equilibramiento es, por consiguiente, traído al paseo aleatorio 
“sobre ciertos caminos de L?. Para hacer más precisos estos caminos consideremos 
uno de los conjuntos mínimos de equilibramiento. Por ejemplo, en el grafo de la 


figura 3.13, consideremos 
€1 = (Ub, c), (c, d), (d, e)) . 


Sea p( €,) el conjunto de las partes de este conjunto. La figura 3.19 presenta 
la laticia de p ( €,1). 

Hagamos corresponder un subgrafo de £f a cada parte de €, del modo siguien- 
te. Siendo Goy el grafo que queremos equilibrar, asociamos el grafo G;, obtenido 
a partir de Gp, ala parte u; de “E ¡, cambiando el signo de las aristas que forman 
u¡ (Fig. 3.20); ala parte Q corresponde Gp y ala parte €, corresponde el grafo 
equilibrado que queríamos obtener. Es evidente que dos grafos G; y G;, que co- 
rresponden a las partes u; y u;, adyacentes en la laticia de p( €,), son dos grafos 
adyacentes en £f y viceversa. 

En consecuencia los caminos de la laticia de p( €,) son caminos de LA; y son 
estos caminos por los que se efectúa el proceso de equilibramiento. Pero la laticia 
de p( €) no es una sublaticia de Len efecto, si uy Cuj,en Lg tendríamos 
que G; € G; si y sólo si las aristas cambiadas dentro de u¡, no dentro de uj, fue- 
ran todas cambiadas de signo negativo a positivo; de hecho, en £f la disposición 
de los grafos en la figura 3.20 es la representada por la figura 3.21. 

En la figura 3.20, el nivel de un grafo depende del número de signos cambiados 
y, en la figura 3.21, depende del número de aristas positivas. La figura que debemos 
analizar para seguir el proceso de equilibramiento es la figura 3.20; es obvio en 
efecto que cuanto más ascendemos en esta laticia, más decrece el grado de des- 
equilibrio. Las hipótesis se interpretan de la siguiente manera. Un grafo se trans- 
formará en un grafo adyacente de nivel superior en las laticias del tipo de la de la 
figura 3.20: a partir de G¡ podremos pasara Gg4 O Gs, pero no a Gg, el cual 
no es adyacente; nia G7 oa Gp, que no son de nivel superior. 

Para hacer más concreta la hip3tesis My, debemos considerar todos los conjun- 
tos mínimos de equilibramiento €;; y no sólo €.¡, como acabamos de hacer.  .. 

Pero detengámonos un instante: con el fin de estudiar cómo se pasa de un grafo 
algebraico a otro, hemos examinado la laticia Lf de todos los grafos algebraicos 
completos de n puntos; después consideramos las rutas en Lí es decir, tomamos 
Lo como grafo (orientado), que entonces es un grafo de puntos que a su vez son 
grafos. Aquí se produce un cambio en el nivel de análisis, que puede confundir al 
lector. Sin embargo será necesario proceder de nuevo con tales cambios de niveles: 
por ejemplo, construimos un grafo, del que cada uno de sus puntos es un conjunto 
de grafos. Esto es necesario, puesto que estos cambios de nivel son. todavía los me- 
jores medios (cualquiera que sea la dificultad para el lector inexperto) para hacer 
patente ciertas propiedades de previos niveles a un nuevo nivel. De hecho el princi- 
pio es el siguiente: a un cierto nivel de análisis nos encontramos diversas propieda- 
des estructurales entrelazadas, pero de las que sólo una nos interesa; modificamos 
entonces nuestro plan de análisis, creando entidades matemáticas cuya estructura 
se reduce a la propiedad que nos interesa. 


Sean €q, £z,.., €, los r conjuntos mínimos de equilibramiento de un gra- 


t 
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FIGURA 3.21 


fo G;ysea I= (1,2,...,r) el conjunto de índices de estos conjuntos. Para cada 
uno de estos conjuntos € ;, hacemos, como anteriormente, la laticia de las partes 
p( € ¡); reunimos entonces estas r laticias en una estructura única. El diagrama 
comienza a resultar muy rápidamente imposible de representar aunque tomemos un 
ejemplo muy simplificado. Sea r=3 y €,= 10,B, y), Es = 1B,y,Ó) 
y €3= (y 0,€) designando las letras griegas las aristas del grafo G. Obtene- 
mos la figura 3.22. 


Designemos por u, u', ... los puntos de esta unión de laticias:|son las partes de 
los conjuntos £€;.Sea p el conjunto de todos estos puntos de u. 


p= U p(E)= lu u,..). 
iel 


La unión de una laticia puede ser considerada como un grafo L: L=(p;DP), 
con (uu) € P siysólo si u Cu! y lu'—ul=1.En otras palabras, L es el gra- 
fo obtenido a partir de un diagrama como el de la figura 3.22, al dirigir de abajo arri- 
ba las líneas que lo constituyen. 


La hipótesis H, se convierte entonces en un paseo aleatorio sobre L: 
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FIGURA 3.22 


1. comenzamos a partir de u=0); 


2. cuando estamos en el punto u E p tal que lP'u|+0, la probabilidad de pasar 
de u au' E Tu esiguala 1/|Pul; 


3. nos detenemos al llegar al punto u tal que | 'u | =0; esto ocurre si y sólo si 
u es uno de los conjuntos € ¡ (puesto que para todo ¡,j E [, tenemos 
€; E  €y). 

Queremos saber entonces cuál es la probabilidad P( € ;) que tiene un grafo alge- 
braico Gg de conseguir la posición de equilibrio G;, siendo G; el grafo obtenido 
a partir de Ggy cambiando el signo de las aristas que figuran en € ;. 

Teóricamente este problema no presenta dificultades: puede resolverse entera- 
mente sobre el grafo £L, o sobre una matriz estocástica que podemos asociarle (co- 
mo veremos más adelante). En la práctica, el cálculo se vuelve rápida y excesiva- 
mente complejo y uno se plantea si ciertas propiedades estructurales del grafo, rela- 
vcionadas con su peculiar construcción, no permitirían una simplificación de los cál- 
culos y, al mismo tiempo, si revelan ciertas propiedades matemáticas hasta entonces 
inadvertidas. 

Para emprender este estudio necesitamos unos cuantos teoremas que no serán 
probados, porque son casi evidentes y porque pertenecen más a la teoría de laticias 
que a la de grafos. 
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Sea Xx, X, ... cualquier parte no vacía del conjunto Y delos índices que distin- 
guen a los conjuntos €.¿. 
TEOREMA 3.14. xcxen €¿¡C€ Ny €; 
lex jex 

TEOREMA 3.15. ju EN p(CE)p] + [para todo «Eu: EN €,11. 

Lex € X 
TEOREMA 3.16. si 4€u, 

at U £;¡>u FEU p (€ ¡). 

Lex LEX 

TEOREMA 3.17. si u Cu, 


u Ep( E) >u Ep( E), 
Admitidos estos resultados, definimos para todo x € 1, 


0=[NpCEY[1U pC € pl. 
lEeX dx 


TEOREMA 3.18. Si Q es el conjunto de los Q,, Q esuna partición de | 
p E p ( € ¡), es decir, pe O, =p: y para todo xy Xx CL Qz NQ,y'=0. 
26 ME 


Prueba. Mostremos que U OQ, =Pp;es decir, si u € p, entonces existe un con- 
xcl ] 


junto de índices x Cf, tal que u € Q,;en efecto, sea x el conjunto de índices 
¡ EL tal que u € p ( € ¿); por consiguiente tenemos 
u EN p( €) y u€ U pl €y); 
lex” o Jéx 
de donde u € Q,. 
Mostremos que para todo x y Xx CI, O, M 0,-:= 0. Supongamos que es fal- 
so. Sea u € Q, N Q,-,con x+x!; entonces, para todo ¡ € x, 
u E p( €), 
y para todo j¡ € x', 
u Ep( Ep). 
Si x"-x %0Q,sea h € (x'-— Xx); entonces, 
h Ex y uE€U p( €p); 
hyx 
de donde u F 0, 

Si x—x * Q, hallamos u É O,-; hay pues contradicción al suponer, 
O, A LE F p. 

Podemos hacer más concreta la definición de Q, considerando el ejemplo de la 
figura 3.22. Se utilizan círculos de Euler para representar los conjuntos p( €), 
pl €.2), p( € 3), con €. == (02, B, y), 2 = [B, 1,07, 3 = Ly, O, € : 
(Fig. 3.23.) La intersección de los círculos determina varias regiones, cada una de 
las cuales corresponde a un conjunto 0Q,: 


O123 = 10 1Y)) O23= 110), ([y,0)); etc. 
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FIGURA 3.23 


Observamos que Q¡3 =0, es decir, este conjunto O,3 no contiene ningún ele- 
mento de plo cual no debe confundirse con la presencia de (f)en Q¡»3,ele - 
mento de p' resultante de no cambiar ninguna arista del grafo algebraico Goy. 

Asociemos al grafo L un grafo reducido L% (cf. Cap. 1,Sec. 5.4) definido por 

L* =(Q0;A) 
donde Q esel conjunto delos O, y A:(0,,0, ) € A siy sólo si u € Oz y 
u” E Q, “existen, siendo (u, u') € TP. 
TEOREMA 3.19. ; 
Prueba. Si (Q, 0,”y € A,es porque existen u E Q, y u € O, tales que 


(u, u”) € T';es decir, tales que u Cu”; por consiguiente, Y E u', para todo 14€ y, 
pero (teorema 3.15), si Y € u entonces 


Lex 
de donde, MN. €j e 5) Ej y (teorema 3.14) xXx C x. 


lex 
TEOREMA 3.20. Si u asi u =u U [aj€ O, *, si y sólo si 
ae (N €E¡- U Ej). 
ex jex=x 


Prueba de condición suficiente. Mostremos que u' € DP €, ¡). Tenemos 
LEX 


que u EQ, =u4 N p( €.) (definición de Q,) 
e X 
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> para todo PB Eu: f EN €. y (teorema 3.45). 
EX 


Por otra parte, tenemos la hipótesis: u C u' y lu' —u|=1; de donde 


(0,, 0) EA (definición de A) 

>x Cx (teorema 3.19) 

>N 8€,C M. €y(teorema 3.14) 
hex lex 


por tanto, para todo PB € u, B M_ €j. Puesto que 
¡ex 
aE€ (N€¡- U €, 
exo jex=x 
entonces Y € ne y para todo B € u', 
lex 


BENE =>uENp(Ey) (teorema 3.15). 
lEX lex 


Mostremos ahora que u. É£ UP(E¿) Por definición de Q, 
¡gx 


af U €, 
jex=x 
de donde u E UU  p( €) (teorema 3.16). 
jex—x 


Por otra parte, 
u EQ,>u E > U p( €:x) (definición de Q,.). 
fx 


>u EU p(€x) (teorema 3.17); 
¡A 
de donde u E U p( €). 
LEX 
por tanto, u € ¡e 


..., . . / 
Prueba de condición necesaria. Mostremos que si u € Q, yu € Q,-, con 
u'—u= (a), entonces 


AE MN Es. 
IEX 
En efecto, u' € Q,->u'€ A € ¡) (definición de Q,*) 
y ANEU>MEN E (teorema 3.15). 
lex 
Mostremos ahora que a É uo t ¡. Supongamos que, por el contrario, 
EXA 
AED. ] 
Jex-x 


puesto que existe un conjunto de índices, X” CX—X',X =0, tal que 


AaEN E. 
hey” 
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”m , ” 
Sea X =X —xX ;entonces 


ae nm E€Ejy at U SN 


lex” -Emex=x dd 


de donde, por la condición suficiente del teorema, 


U € Oy" == Os: 
lo cual es contradictorio; por consiguiente: 
AÉU Ej yaE€E (NE¡- U Ej) 
LEx= Xx lex PEA 
Este teorema es importante porque muestra que una propiedad esencial de los 
grafos L o L% puede ser expresada en función de los conjuntos €.¿, sin pasar por 
los conjuntos p( €;), lo cual simplifica considerablemente nuestro problema. 


TEOREMA 3.21. Cualquiera que sea el punto u € O, en el que nos encontre- 
mos, la probabilidad (según H4) de pasar a Q,.' es 


|NE£-Uu. € 


pO0O) === LX 
2 1N Ep U € | 
x cx hex lex—-x 


Prueba. Sea u un punto de O, ; si 


ae ( N €; UU €) 
lex JEX=X 
entonces, u = u U> 10) es un punto de Q,.-,por el teorema precedente; y pues- 
to que u Cu y lu -— JU |=1, u' es adyacente a u en L. Por consiguiente, 
podremos ir de u a u' en el proceso de equilibramiento, pero en Q, hay 
| N 8; U 
lex JEXR=3X 
puntos adyacentes de u, a los que se podrá ir desde u; este resultado es indepen- 
diente del u de O, que tomamos. Por tanto, la probabilidad de pasar a Q,”, cuan- 
do estamos en Q,, es proporcional a 
| A Ei U € jl; 
lex". JEX=X 
considerando todos los Q,* alos que podemos ir desde un punto de Q,, es decir, 
tales que x" Cx (Teorema 3.19), hallamos la fórmula mecionada de p (xx). 


TEOREMA 3.22. La probabilidad de que se equilibre un grafo G según el con- 
junto mínimo de equilibramiento €; es: 


p(ej= 2 AS z PUN POOLE PO. 
X 


excl 1ex EX lex 


E ¿| 


Prueba. Para probar esta fórmula es conveniente asociar al grafo L% una matriz 
estocástica construida del siguiente modo. 


Consideremos todos los conjuntos xC [; cada uno de estos conjuntos figura a la 
cabeza de una fila y de una columna de la matriz. Si x' É x, se pone cero en la ca- 
silla (100); pero si Xx” E x, entonces se pone p(xx).Si |x| > 1, se pone cero 
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en las casillas de la diagonal y si |x| = 1,se pone 1. Esta matriz da las probabilida- 
des de pasar de Q, a Q,-;esevidente que necesitamos (|/ |— 1) etapas para ir 
de Oy a cada OQ; (cf. Teoremas 1.6 y 1.7). Por tanto, si se eleva la matriz a la poten- 
cia (| |-— 1), obtenemos la probabilidad p ( € ;) en la casilla (1;), dándonos el teo- 
rema la fórmula correspondiente. 


Ejemplo, Sea €, = 1a,B,y), Us = “18B,1,0),y 3 = [y,0,€). Te- 
nemos los conjuntos Q, : Q123, Q12, U13,Q23, Q1. Qa, Qa- 
Primero construimos una matriz que da a la casilla (xx") del número 


| Ej Uf 
LEX TEX X 


para x' incluido estrictamente en x: 


(123) (2) (3) (3) (1) (2) (3) 


Dividiendo en cada fila por el total de la fila, obtenemos (Teorema 3.21) los va- 
lores p (XxX). Se añade la unidad en las casillas (1, 1), (2,2) y (3,3) y obtene- 
mos la siguiente matriz estocástica: 


(123) (12) (13) (3) (1) (2) (3) 


Puesto que |7 | =3, se eleva a la potencia (|7 | — 1) =2. En cualquier caso, bas- 
ta considerar las casillas [(123), (0), [4 23), ()), y [4 23), (3)]. Obtenemos 


9 
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€ 


Eq e le 
FIGURA 3.24 


p( €1)= 0,375; p( €2)= 0,250; p( €)= 0,375, 
Se verifica que Z2ip( €) =1. 


Observamos que p( €) =p( €); esto se produce por la simetría de los 
conjuntos €, y €3 en relación con el conjunto  £»,.A menudo ta- 
les regularidades en las relaciones entre los conjuntos €; evitan los cálculos; así la 
figura 3.24 da r =5 conjuntos mínimos de equilibramiento del grafo de la figura 
3.13. Es suficiente esta figura para mostrar que, en este caso, 


p( €;)= 0,20 para ¡=1,2,...,S 


Otras hipótesis sobre procesos de equilibramiento. Podemos sustituir las hipóte- 
sis /f, a: Hg por otras más o menos parecidas. Por ejemplo, podemos rehacer este 
conjunto de hipótesis integrándole la siguiente: 


(45) Un grafo tiende en cada etapa a incrementar el número de sus aristas posi- 
tivas, hasta un grado compatible con el decrecimiento de su grado de desequilibrio. 


Lo que corresponde a la idea de que los miembros de un grupo prefieren mante- 
ner relaciones amistosas en lugar de hostiles. Matemáticamente significa que pasa- 
mos de un grafo a un adyacente, superior al mismo tiempo en L (cf., por ejemplo, 
la figura 3.20) y en £L? (cf. Fig. 3.21). Por tanto, para pasar de G=(X,P,N) a 
B; =(X ;P;¡ , Nj), un grafo equilibrado obtenido a partir del conjunto mínimo de 
equilibramiento € ¡de G, pasaremos necesariamente por el grafo - 


G¡=(X,P UP), VW; NN; 


tendremos, pues, que calcular, por el método previamente mostrado, la probabil:- 
dad de alcanzar cada uno de estos grafos G; y entonces, a partir de éstos, alcanzar 
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los grafos B;¡. (Excepto para casos especiales, tendremos una probabilidad igual a 
uno de alcanzar B; si nos encontramos en G;). 

Pueden definirse muchas otras hipótesis. Con el fin de no salirnos del esquema 
examinado, obsérvese que los grafos G' =(X; P', N') adyacentes a un grafo 
G =(X;P, N) pueden distribuirse en seis clases, según la siguiente tabla: 


0(G)-$(G”) 
-1.0 +1 


a | a, 


Las hipótesis estudiadas implican que preferimos, por una parte, (13) a (12) y 
(12) a (11) y por otra, (13) a (23), (12) a (22), (11) a (21); en efecto, siempre se 
tiene (a menos que G sea equilibrado) un representante de la clase (13) o de' la 
clase (23). | l 

Si la clase (13) es vacía, establecimos en Hg que (23) era preferida a las demás 
clases; podríamos ahora establecer que (23) es preferida a (11), pero que (12) es pre- 
ferida a (23)... 

Otros tipos de hipótesis: los procesos de equilibramiento dependen en el grupo 
del líder del mismo, el cual trata primeramente de equilibrar los triángulos en los 
que aparece. Bastará entonces tomar a este líder como eje de la base de desequi - 
librio del grafo y el proceso será susceptible de tratamiento algebraico. 

No hay razón para preferir una hipótesis u otra: la psicología de grupo no se ha 
ocupado demasiado todavía en nuestro problema y el estudio de todas las posibles 
hipótesis es más una cuestión de juegos matemáticos que de investigación psicoso- 
cial. 

Los ejemplos que hemos estudiado o bosquejado conducen ahora al siguiente 
programa de trabajo. Cualesquiera que sean las hipótesis psicológicas propuestas, 
éstas formularán la dependencia de ciertas relaciones entre las estructuras de dos 
grafos al pasar de un grafo a otro. Definimos sobre el conjunto de grafos posibles 
una estructura que representa las relaciones consideradas y este nuevo programa de 
análisis permitirá la descripción de las consecuencias de las hipótesis tomadas. 

Previamente (Teorema 3.22) hemos utilizado una matriz estocástica, es decir, nos 
hemos referido a los procesos de Markov. Se podría pensar que las técnicas de Mar- 
kov bastarían sin hacer uso de la teoría de grafos, considerando la matriz de posibles 
pasos de un grafo a otro; pero esta matriz tendría algunas casillas nulas, otras igua- 
les a la unidad y no de modo arbitrario; de hecho, la estructura de la matriz repre- 
senta tan sólo las propiedades estructurales estudiadas en la teoría de grafos. Ade- 
más, varios trabajos (Rouanet, 1960; Rosenblatt, 1957; también Harary, 1959c) 
han mostrado que el estudio de las cadenas de Markov se beneficiarían con la teoría 
de grafos; en especial, las propiedades asintóticas de una cadena de Markov apare- 
cerían inmediatamente en un grafo que puede asociarse a la matriz que define la 
cadena de Markov. En el problema que nos ocupa, es precisamente este grafo, aso- 
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ciado con la cadena de Markov, el que está directamente determinado por el estudio 
estructural; por consiguiente, el estudio del problema puede ser realizado con inde- 
pendencia de los procesos de Markov. 


6. APLICACIONES. 


Diversos estudios experimentales (Abelson y Rosenberg, 1958; Jordan, 1953; 
Morrisette, 1958) muestran que la teoría del equilibramiento de grafos constituye 
al menos una buena guía para el análisis de situaciones psicológicas reales; no obs- 
tante, estos resultados no son demasiado interesantes aquí, porque, por una parte, 
las situaciones consideradas se representan por medio de grafos más complejos que 
los grafos algebraicos completos simétricos que hemos estudiado y, por otra parte, 
los autores han dedicado escasa atención a la evolución misma de los procesos. - 

El teorema 3.1, en virtud del cual una situación está en equilibrio si y sólo si 
pueden los puntos distribuirse en dos clases, tales que las relaciones intra-clases son 
positivas y las inter-clases son negativas, es sin duda susceptible de una interesante 
aplicación política. Pueden mencionarse, a nivel mundial, las políticas de “bloques”, 
pudiendo estudiarse desde este punto de vista la evolución de los votos en las Nacio- 
nes Unidas; aunque no deberíamos olvidar que la búsqueda de equilibrio, tal como lo 
hemos estudiado, indudablemente no es el único factor en la evolución de las es- 
tructuras de grupo. 
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FIGURA 3.25 
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Nos limitaremos a estudiar una aplicación antropológica. Lévi-Strauss (1958, 
Cap. 2, pp. 50 ss.; Cap. 4, pág. 38*) considera que el “núcleo de parentesco” en so- 
ciedades primitivas está constituido por las siguientes cuatro personas, el hijo (S), 
el padre (F), la madre (M) y el tío materno (hermano de la madre) (U). En cada 
sociedad estudiada, se observa una gran estabilidad en las relaciones, positivas o ne- 
gativas, entre estas cuatro personas, El autor sólo da las relaciones (FM), (MU), (US), 
(SF); y de acuerdo con los hechos sólo aparecen seis estructuras. Nos inclinamos a 
pensar que las dos relaciones omitidas (MS) y (UF) son, respectivamente, positivas 
y negativas en todos los casos. Obtenemos así los seis grafos algebraicos completos 
de la figura 3.25. 

Estos seis grafos se agrupan en tres clases, 0% 6, y, de dos grafos cada una; los dos 
grafos de cada clase se deducen uno del otro sustituyendo F' por U y U por F, 
en O yen f;y en y, sustituyendo M por S y S por M. 

Apliquemos nuestros métodos analíticos a estos grafos. Obtenemos la siguien - 
te tabla. 


la polos 


(MS), (FU) ) 
E | ((MS) ) 


Lt (MO), (ES) y 
(MF), (SU) ) 

En primer lugar se evidencia que los grafos de la misma clase tienen exactamente 
las mismas propiedades (desde el punto de vista de nuestro análisis). 

Los grafos (Y están en equilibrio perfecto. 

Los grafos f son moderadamente desequilibrados, pero el único conjunto mí- 
nimo de equilibramiento está constituido por la arista (MS); parece como si es- 
ta arista resistiera cualquiei cambio de signo, tanto más cuanto el desequilibrio es dé-. 
bil. Se pueden esperar diversos fenómenos, aunque no claramente manifestados, que 
nuestro modelo no nos permitirá estudiar con detalle, 

Finalmente, los grafos y son anti-equilibrados (todos los triángulos son negati- 
vos). Hay tres conjuntos mínimos de equilibramiento, pero uno de ellos incluye la 
arista (MS), de la cual hemos supuesto una cierta resistencia al cambio. Quedan los 
conjuntos ( (MU), (FS)) y (MP), (SU)) . Se observa que utilizando uno u otro 


*El libro de C. Lévi-Strauss es una colección de artículos. El Cap. 2, “L'analyse structurale 
en linguistique et en anthropologie” tiene una nota que dice: “Publié sous ce titre, Word, 
Journal of the linguistic circle of New York, vol. 1, num. 2 (August, 1945), p.p. 1-21”. El 
Cap. 4, “Linguistique et anthropologie”, tiene la nota: “Traduit et adapté de l original anglais, 
Conference of Anthropologists and Linguists, Bloomington, Indiana, 1952. Published on the 
basis of a transcription from a recording on a magnetic tape in Supplement to International 
Journal of American Linguistics, vol. 19 num, 2 (April 1953), mem. 8, 1953”, 
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de estos dos conjuntos, cada grafo “y da un grafo (Y ; concluimos que una estruc- 
tura familiar del tipo “y tiene una baja probabilidad de supervivencia y que la des - 
aparición de tal estructura conduce a la aparición de una estructura del tipo q. 

Aunque esencialmente sobre base observacional y sin ningún recurso de análisis 
dentro de la teoría de grafos, Lévi-Strauss (1958, p. 83) escribe: “a menudo se en- 
cuentran disposiciones del tipo Q ; por otra parte, las disposiciones del tipo f son 
frecuentes launque a veces se pierden; y aquéllas del tipo “y son raras y quizás 
imposibles en forma bien definida, dado que correrían el riesgo de provocar una 
ruptura en la estructura elemental”. 

Parece que la congruencia entre el modelo y la realidad es favorablemente satis- 
factoria. 
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STE libro abre un nuevo camino. Pretende desarro- 
llar las aplicaciones potenciales de la teoría ma- 
temática de relaciones arbitrarias a las ciencias del 
comportamiento. 
El problema de la reducción de los problemas del . 
comportamiento a términos matemáticos requiere la. 
definición de un paralelo ambiental entre el problema 
y una estructura matemática manifestable. La teoría 
de grafos suministra el vehículo ideal para estruc- 
turas que son ricas en aplicaciones potenciales a las 
ciencias del comportamiento. Este importante estu- 
dio explora precisamente sus fuentes y desarrolla 
varios ejemplos importantes. 
Comenzando con una introducción a la teoría de gra- 
fos, examinamos, por orden: 
Conjuntos y operaciones entre conjuntos, relaciones 
y funciones, conjuntos ordenados, laticias, distancias 
en un conjunto, grafos y caminos de un grafo, longi- 
tudes y desviaciones en un grafo, conexidad de un 
grafo y nociones afines, el conjunto de grafos de «n» 
puntos y varios tipos de grafos. 
Un examen de las redes de comunicación que sigue 
a la introducción, presenta: 
El problema, descripción de una red de comunica: 
ción, descripción de una tarea en términos dé comu- 
nicación, organización óptima y aplicaciones. 
La tercera sección de este trabajo trata de los pro- 
cesos de equilibramiento: 
El problema, definición de equilibrio de un grafo, 
características de los grafos equilibrados, grado de 
inequilibrio de un grafo, procesos de equilibramiento 
y aplicaciones. 
Junto con una bibliografía de las importantes contri: 
buciones a este campo, la monografía suminféstra al 
lector un valioso registro de las investigaciones y 
resultados que han sido encontrados en una nueva 
e importante parcela de las ciencias del comporta- 
miento. 


